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Avant-propos

Ce polycopié vise a présenter le cours de Mathématiques 1. Il est destiné aux étudiants de
la premiére année « SOCLE COMMUN- Domaine Sciences et Technologie » . Nous considérons

comme un manuel supplément a d’autres ouvrages plus détaillés.

Ce polycopié comporte six chapitres principaux, ou sont exposées les notions de méthode du
raisonnement Mathématique, des ensembles, les relations et les applications, des fonctions réelles a
une variable réelle, d’application aux fonctions élémentaires, de développement limité et d’algébre
linéaire. Chaque chapitre de ce cours se termine par des exercices résolus permettant d’aller plus

loin dans la compréhension et I'assimilation des notions mathématiques introduites.

Toute remarque ou suggestion est la bienvenue pour m’aider & améliorer le contenu de ce

travail.

A. BENAISSA CHERIF
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1 Méthodes du Raisonnement Mathéma-

tique

1.1 Logique Mathématique

1.1.1 Assertions

Définition 1.1.1. Une assertion est une phrase qui peut étre vraie ou fausse et ne peut pas étre

les deux en méme temps.

Exemple 1.1.1.

a) 2+ 2 =4 est une assertion vraie.

b) 3 x 2 =7 est une assertion fausse.

¢) Pour tout x € R on a x* > 0 est une assertion vraie.
)

e) Pour tout z € R on a |x| =1 est une assertion fausse.

1.1.2 Les opérateurs logiques mathématique

Si P est une assertion et () est une autre assertion, nous allons définir de nouvelles assertions
construites a partir de P et de Q).

L’opérateur logique "et" (A) (Conjonction)

L’assertion "P et () " est vraie si P est vraie et () est vraie, et elle est fausse sinon. On résume

cecl en une table de vérité :

PlolrPrQ
viv] v
VIF| F
Flv| r
FlF| F

Exemple 1.1.2.

a) (34+5=28) A (3 x6=18) est une assertion vraie.
b) (2+2=4) A (2x3=7) est une assertion fausse.

L’opérateur logique "ou" (V) (Disjonction)
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L’assertion "P ou Q" est vraie si I'une des deux assertions P ou (Q est vraie. L’assertion
(P ou Q) est fausse si les deux assertions P et ) sont fausses. On reprend ceci dans la table de

vérité :

PvQ

SIEIRSIERY
SRR
<<= <

Exemple 1.1.3.

a) (242=4)V (3 x2=06) est une assertion vraie.
b) (2=4)V (4 x3=T7) est une assertion fausse.

La négation "non" (ﬁ)

L’assertion P est vraie si P est fausse, et fausse si P est vraie.

P
V
F

<|m| ™

Exemple 1.1.4. La négation de l’assertion 3 > 0 est l’assertion 3 < 0.

L’'implication (=)

L’assertion (? ou Q) est notée P = (). Sa table de vérité est donc la suivante :

P|lQ|P=Q
VIV %4
VIF F
|V V
F|F %4

Exemple 1.1.5. 24+ 2 =05 = /2 =2 est vraie! Eh oui, si P est fausse alors Uassertion P = Q

est toujours vraie.

L’équivalence (<)

L’équivalence est définie par Iassertion (P = Q) et (QQ = P), elle est notée P < (). On dira
(P est équivalent & @) ou (P équivaut a Q) ou (P si et seulement si Q). Cette assertion est vraie
lorsque P et () sont vraies simultanément ou lorsque P et () sont fausses simultanément. Sa table

de vérité est :

P|Q|PsqQ
VIV Vv
VIF F
v F
F|F V

Exemple 1.1.6. Pour x,y € R, ’équivalence "xzy =0 < x =0 ou y = 0" est vraie.
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Proposition 1.1.1. Soient P,Q et R trois assertions. Nous avons les équivalences suivantes :
(1) P = (P)

(2) (PAQ) = (@AP)

3) (PVQ) = (QVP)

(4) (PAQ) & (PVQ)

(5) (PVQ) = (PAQ)

(6) PN(QVR)<= (PANQ)V (PAR)
(7) PV(QANR) <= (PVQ)N(PVR)
®) P=Q) « (@=7P)

1.1.3 Quantificateurs

Le quantificateur "V’ : pour tout

L’assertion
Vee E, P(x)

est une assertion vraie lorsque les assertions P () sont vraies pour tous les éléments « de I’ensemble
E.

On lit : pour tout x appartenant & F, P (z) est vraie.

Exemple 1.1.7.

o Vo € R, 22 > 0 est une assertion vraie.

o Vz € R, 22 > 1 est une assertion fausse.

Quantificateur 73" : il existe

L’assertion
dre B, P(x)

est une assertion vraie lorsque l'on peut trouver au moins un élément x de E pour lequel P (z)
est vraie.

On lit il existe = appartenant a E tel que P (z) (soit vraie).
Exemple 1.1.8.

e Jz € R, 22 <0 est vraie, par evemple x = 0.

e dz e R, 22 <0 est fausse.

La négation des quantificateurs

La négation de
(Vz € E, P(z)) est (ax cE, P(x)) .

Exemple 1.1.9. La négation de | Vo € R: 2% > 0| est l'assertion
(z)
P(x

JreR:22<0.
—

P(z)
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x)) .

Exemple 1.1.10. La négation de | Jr e R: x < 0) est l’assertion
P(x)

VeeR:x2>0.

—

P(z)

La négation de

(JreE, Pz

{

L’emploi de plusieurs quantificateurs
On peut combiner plusieurs quantificateurs dans une proposition quantifiée seulement il ne

faut pas changer leurs dispositions s’ils sont de natures différentes.
Exemple 1.1.11.
(1) (Vx e R,y eR:2x+y=2) et (Jy € R,Vz € R: 2z + y = 2) sont deux propositions quan-
tifiées différentes.
(1) (FzeR,FyeR: 20 +y=2)et(Jy €R, Iz € R: 2z +y = 2) sont deux propositions quan-

tifiées équivalentes.

Négation d’une proposition quantifiée
Quand on forme la négation d’une proposition quantifiée, on remplace le quantificateur uni-

versel V par l'existentiel 3 et vice versa, la propriété P (x) par sa négation P ().

Exemple 1.1.12.
(1) (Vx e R, JyeR:2x+y=2) sa négation est

dJreR, VyeR:2zx+y#2.
(17) (FzeR, YyeR:(z+y=1) et (2zy < 1)) sa négation est :
VeeR, JyeR:(x+y#1) ou (2zy > 1)
(iii) (Vz €R, FyeR, VzeR:x+y>2?) sanégation est :

JreR, WweR ITzeR:z+y< 2

1.2 Raisonnements

1.2.1 Raisonnement direct

On veut montrer que 'assertion P = () est vraie. On suppose que P est vraie et on montre

alors que () est vraie.

b
Exemple 1.2.1. Soit a,b € R. Montrer que a = b = a—2i— = b. Prenons a = b, alors g =3
donc
a N b b n b
2 2 2 2
b
Ainsi ato_ b.
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1.2.2 Raisonnement par contraposition
Le raisonnement par contraposition est basé sur I’équivalence suivante :
(P=Q)< (Q=7P).

Donc si ’'on souhaite montrer I'assertion P =- (), on montre en fait que si () est vraie alors P est

vraie.

Exemple 1.2.2. Soit x € R. Montrer que

£x7é2 et v #—2) = (2* #4).

——
P Q
Par contraposition ceci est équivalent
(r°=4)= (z=2 ouz =-2)
\ / - Z o
0 P

En effet, prenons x> = 4, alors (v —2) (x +2) =0, donc x =2 ou v = —2,

1.2.3 Raisonnement par I’absurde

Le raisonnement par ’absurde pour montrer P = (), repose sur le principe suivant :
On suppose a la fois que P est vraie et que () est fausse et on cherche une contradiction.

Ainsi si P est vraie alors () doit étre vraie et donc P = (@) est vraie.

b
Exemple 1.2.3. Soient a,b > 0. Montrer que si ¢ _ = a=>b.
1406 1+4a
Nous raisonnons par ’absurde en supposant que
a b
= t b.
56 1+a O 7

On a

a b
(1+b:1+a) & ala+1)=b(b+1)
& = =—(a—0)
& (a—b)(a+b)=—(a—b)
Ceci est équivalent
(a=b)(a+b)=—(a—b) e a—b#0.

donc en divisant par a — b on obtient
a+b=—1.

La somme de deux nombres positifs ne peut étre négative. Nous obtenons une contradiction.
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1.2.4 Raisonnement cas par cas

Lorsqu’on souhaite vérifier une propriété P (x) pour tous les éléments = d’un ensemble E, on
peut partager cet ensemble en n sous-ensembles (non vides) Ay, As, ..., A, (selon le nombre de cas
a traiter) et montrer que la propriété est vérifiée sur chacun d’eux sans exception, puis faire la

conclusion qu’elle est vérifiée partout sur E.

1
Exemple 1.2.4. Soit n € N. Montrer que a, = oM (n+1) eN.
Soit n € N. Nous distinguons deux cas.

Premier cas : n =2k, k € N, alors
1
ay = En(n+1) =k(2k+1) e N.
Deuzxieme cas : n=2k+ 1, k € N, alors

Ay —

%(2k+1)(2k‘+2)=(2k‘+1)(k+1)€N-

1
Dans tous les cas a,, = §n(n +1)eN.

1.2.5 Raisonnement par contre exemple

Si 'on veut montrer qu’une assertion du type (Vo € E: P (x)) est vraie alors pour chaque z
de E' il faut montrer que P (z) est vraie. Par contre pour montrer que cette assertion est fausse

alors il suffit de trouver x € E tel que P (z) soit fausse.

Exemple 1.2.5. Montrer que l’assertion (Vx € R,2®> — 1 > 1) est fausse.

Un contre-ezemple est x = 0 € R, car (0)*> — 1 > 1 est fausse.

1.2.6 Raisonnement par récurrence

Le principe de récurrence permet de montrer qu’une assertion P (n), dépendant de n, est vraie
pour tout n € N.

La démonstration par récurrence se déroule en deux étapes :

i) On prouve P (0) est vraie.

i7) On suppose n > 0 donné avec P (n) vraie, et on démontre alors que I'assertion P (n + 1)

est vraile.

Enfin dans la conclusion, on rappelle que par le principe de récurrence P (n) est vraie pour
tout n € N.

Exemple 1.2.6. Montrer que
pour tout n € N : 2" > n,.

Notons

P(n):2">n, pour toutn € N.

Nous allons démontrer par récurrence que P (n) est vraie pour tout n € N.
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i) Pour n =0 nous avons 2° =1 > 0, donc P (0) est vraie.
i1) Soit n € N, supposons que P (n) soit vraie. Nous allons montrer que P (n+ 1) est vraie.
ntl = n g on
> n+2", car par P (n) nous savons que 2" > n,
> n+1, car2">1
Donc P (n+ 1) est vraie.

Remarque. Si on doit démontrer qu’une propriété est vraie pour tout n > ng, alors on commence

[inatialisation au rang ng.

1.3 Exercices

1.3.1 Enoncés

Exercice 1. Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pour-
quoi ?
(a) (2<3) et (2 divise 4) (b) (2 <3) et (2 divise 5)
(¢) (2<3) ou (2 divise 5) (d) (2<3) et (2 divise 5)
() (2 <3) ou (2 divise 5)
Exercice 2. Compléter les pointillés par le connecteur logique qui stmpose : &, <=, =
(1) VeeR:22=4 ..x=2.
(2) VzeC:z=Z.zeR
B)Ve>0:22=1.2=1.
Exercice 3. Soient les quatre assertions sutvantes :
(a) IxeR,VyeR:z+y >0, (b) VeeR,yeR:z4+y >0,
(c) Ve R,VyeR:z+y >0, (d) Ir e R,Vy e R : > > .
(1) Les assertions a,b, c,d sont-elles vraies ou fausses ?

(2) Donner leur négation.

Exercice 4. Soit n > 0. Démontrer que st n est le carré d’un entier, alors 2n n’est pas le carré

d’un entier.
Exercice 5. Soit n un entier. Enoncer et démontrer la contraposée de ’assertions suivante :
Sin? est impair, alors n est impair.

Exercice 6. Montrer :

1
'+ 224324+ .. +n?= 6n(n+1)(2n+1), Vn € N*.
Exercice 7. Soit la suite (x,), .y définie par

222 — 3
Tp+2°

xo=4 et Ty =

Montrer que : Yn € N: z, > 3.

10
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1.3.2 Correction des exercices

Solution 1.

(a) (2 < 3) est vraie et (2 divise 4) est vraie donc (2 < 3) et (2 divise 4) est vraie.

(b) (2 < 3) est vraie et (2 divise b) est fausse, l'une des deux est fausse donc (2 < 3) et (2 divise 5)
est fausse.

(c) (2 < 3) est vraie et (2 divise b) est fausse, l'une des deuz est vraie donc (2 < 3) ou (2 divise 5)
est vraie.

(d) (2 < 3) est vraie et (2 divise 5) est vraie, les deux sont vraies done (2 < 3) el (2 divise 5) est
vraie.

(e) (2 < 3) est vraie donc (2 < 3) est fausse et (2 divise 5) est fausse par conséquent (2 < 3) ou

(2 divise b) est fausse car les deuz assertions sont fausses.
Solution 2.
Le connecteur logique sur les assertion suivante
(1) VeeR:z?=4=z2=2.
(2) VzeC:z=z< z€R.
B)Ve>0:22=1sz=1.

Solution 3.

(a) est fausse. Car sa négation qui est
VreR, dJyeR:z+4+y<0

est vrate. Etant donné x € R il existe toujours un y € R tel que x +y < 0, par exemple on peut
prendre y = — (x + 1) et alors z +y =—1 < 0.
(b) est vraie, pour un x donné, on peut prendre (par exemple) y = —x + 1 et alors v +y=1> 0.
La négation de (b) est

JreR, VyeR:z+y<NO0.

(c)Vx e R,Vy € R:x+y > 0, est fausse, par exemple x = —1, y = 0. La négation est
dJreR, dyeR:x+y<N0.
(d) est vraie, on peut prendre x = —1. La négation est :
VzeR, JyeR:y*<ua.

Solution 4.

Soit n € N*. Sin est le carré d’un entier, alors 2n n’est pas le carré d’un entier, c’est-a-dire

(EIkEN*:n:k:Q)é(VmEN:Qn#nﬂ).

P Q

Raisonnons par [’absurde.
On suppose donc que n est le carré d’un entier, et que 2n est lui aussi le carré d’un entier,
c’est-a-dire

(EIkEN*:n:kQ) et (EImGN*:Qn:m2).

Vv TV
P Q

11
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Alors
Ik, m € N*: 2n = 2k? = m?.

done, 2k* = m? et en prenant la racine carrée,
m
esvi="cq

Or /2 est wrrationnel, on a une contradiction!

Solution 5.

Soit n un entier. Montrons [’assertion suivante :

Sin? est impair, alors n est impair.

c’est-a-dire
(GkeN:n*=2k+1)= (FmeN:n=2m+1).
P O

La contraposée de ['assertion est :
Sin est pair, alors n? est pair,

c’est-a-dire

ImeN:n=2m)= (Ik e N:n?=2k).
(

N / O

QI
I

En effet, sil existe m € N :n = 2m, alors
n? = (2m)2 =4m? =2 (2m2) = 2k,
done n? est pair. Par le principe de contraposition, on a démontré l’assertion de [’énoncé.

Solution 6.

Pour tout n € N*, on pose ’assertion suivante :
1, 02 | 92 2 1
Pn):1'4+2°4+3+...+n° = 6n(n+1)(2n+1).

P(1):1'=31(141)(2+1) est vraie .

Soit n € N*, supposons que P (n) est vraie, alors

'4+22432+ 402+ (n+1)° = Zn(n+1)2n+1)+ (n+1)°

= —(n+1)[n@2n+1)+6(n+1)

e e Y I

= —(n+1) [2n2+7n+6]

_— o

- 6(n+1)(n+2)(2n+3).

Ce qui prouve P (n+1).

Par le principe de récurrence nous venons de montrer que P (n) est vraie pour tout n € N*.

12
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Solution 7.
Montrons par récurrence
VneN:z, > 3.

Soit Uhypothése de récurrence :
P(n):x, >3, pourtoutneN

La proposition P (0) est vraie, car xo =4 > 3.

Soit n > 0, supposons P (n) vraie et montrons que P (n+ 1) est vraie. On a

222 — 3 222 — 3z, — 9
Tpy1 — 3 = —3=———"5

T, + 2 T, + 2

Par hypothese de récurrence x,, > 3, donc
T, +2>0 et 222 —31,—9>0.
L’étude de la fonction f(x) = 22* — 3z — 9, pour x > 3, on obtient
f(x) >0, pour tout x > 2 (1+ﬁ> > 3.

Alors f(x,) > 0, car z, > 3, ¢a signifie que x,41 —3 > 0, donc la proposition P (n+ 1) est vraie.
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2 Les ensembles, les relations et les appli-

cations

2.1 Théorie des ensembles

Définition 2.1.1. Un ensemble est une collection d’éléments.
Parmi les ensemble, un ensemble est particulier, c’est 'ensemble vide, noteé (.

Soit E un ensemble, on note x € E si x est un élément de E, et x ¢ E dans le cas contraire.
Exemple 2.1.1. On a {0,1}, {rouge , noir}, et {0,1,2,...} = N sont des ensembles.
Alors 0 € {0,1} et 2 ¢ {0,1}.

2.1.1 Inclusion, union, intersection, complémentaire

Définition 2.1.2. Un ensemble E est inclus dans un ensemble F, si tout élément de E est aussi

un élément de F et on écrit E C F. Autrement dit :
Ve, rxe€F=ux¢€ckF.
On dit alors que E est un sous-ensemble de F' ou une partie de F.

Exemple 2.1.2. Ona NCZ C Q CR.

Définition 2.1.3. Deux ensembles E et F sont égauz si et seulement si chacun est inclu dans
lautre, c’est-a-dire
EFE=F&sFECF e ECEF

Exemple 2.1.3. St E =R, on a

A = {zeR:|jz—-1<1}
= {zeR:-1<z-1<1}
= {zreR:0<x<2}=10,2].

Définition 2.1.4. Soit E un ensemble, on forme un ensemble appelé ensemble des parties de F,

noté P (E) qui est caractérisé par la relation suivante

P(E)={A:ACE}.

14
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Exemple 2.1.4. Si E = {1,2,3}, alors

P(E) ={0.{1,2,3} {1}, {2} ,{3},{1,2} {1,3},{2,3} . {1,2,3}},
donc {1} € P(E) et E € P(E).

Définition 2.1.5. Soit E un ensemble, on appelle ensemble complémentaire de A C E, noté CgA

ou A° l’ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas a A, c’est-a-dire
CpA={x € FE:x¢ A}.

Définition 2.1.6. On appelle ensemble réunion de deux ensembles A et B, noté AU B [’ensemble

formé des éléments x qui appartiennent & A ou appartiennent a B, c’est-a-dire
AUB={re€eE:x€ A oux € B}.

On appelle ensemble intersection de deuxr ensembles A et B, noté AN B [’ensemble formé des

éléments x qui appartiennent a A et appartiennent a B, c’est-a-dire
ANB={re€eE:xz€ AetzreB}.
Exemple 2.1.5. Si A ={1,2,3} et B=1{2,3,4,5}, alors AUB ={1,2,3,4,5} et ANB = {2,3}.

Définition 2.1.7. Soit E un ensemble, on dit que 'ensemble E est fini si le nombre d’éléments
de E est fini.
Le nombre d’éléments de E s’appelle le cardinal de E, noté Card (F) .

Exemple 2.1.6. Si E = {0,1,2,3}, alors Card (E) = 4, l'ensemble N n’est pas fini, Card (0) = 0.

Définition 2.1.8. Soit E un ensemble, on appelle différence de A et B, noté A\B, l’ensemble

formé des éléments x qui appartiennent a A et n’appartiennent pas a B, c’est-a-dire
AB={ze€A:x¢ B}.

On appelle différence symétrique de A et B, noté AAB, l’ensemble formé des éléments x qui

appartiennent a AU B et n’appartiennent pas ¢ AN B, c¢’est-a-dire
AAB =(AUB)\(ANB).
Exemple 2.1.7. Si E =R, A=10,1] et B =1]0,+0o0[, alors
A\B={0}, B\A=]l,+o0[ et AAB={0}U]l,+o0l.

Remarque. Soient A, B,C des parties d’un ensemble E, alors il est claire que

o Commutativitée : ANB=BNAe AUB = BU A.
o Associativité :AN(BNC)=(ANB)NC et AU(BUC)=(AUB)UC.

Proposition 2.1.1. Soient A, B, C des parties d’un ensemble E, alors
e Distributivité : AN (BUC)=(ANB)U(ANC),

15
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e Distributivité : AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Démonstration.

On a

(xe AN(BUQ)) (xreAetze BUC)

(xeAet (xeBouxe())
(xeAetxeB)ou (ze€detxel))
(re ANBouzxe ANC)

e (ANBYU(ANC),

).

Qa ¢t

alors AN (BUC)=(ANB)U(AN

(xe AU(BNC(C)) & (r€eAouzxzeBn()
& (reAou (xeBetxel))
& ((x€eAouzeB)et (reAouxel))
& (reAUBetze AUC)
& rze(AUB)N(AUC),
alots AU(BNC)=(AUB)N(AUC). O

Proposition 2.1.2 (Loi de Morgan). Soient A et B des parties d’un ensemble E, alors
Démonstration. On a

(x€Cr(ANB)) & (x¢ ANB)< (z€ ANB)
& (reAetzxeB)s (x¢ Aoux ¢ B)
= (.IECE(A) OuIGCE(B))<:>$€CE<A)UCE(B),

donc CE (A N B) = CE (A) U CE (B) .

(reCg(AUB)) & (¢ AUB)&v¢Aetar ¢ B
= (IECE(A) et$€CE<B))<:>I€CE(A)QCE(B),

donc CE (AUB) :CE (A)ﬂC’E (B) ]
Remarque. Soit A un sous ensemble de E, alors Cr (Cg(A)) = A. En effet,

(€ Cp(Cr(4) & (r¢Cp(A) & (reclp(A))

& (vt A) e (zeA.
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2.1.2 Produit cartésien

Définition 2.1.9. On appelle produit cartésien de deuzr ensembles E et F', noté E X F [’ensemble

des couples (r,y) oux € E ety € F.
ExF={(x,y):x€FEetyecF}.
Exemple 2.1.8. Si £ = {1,2} et F = {3,5},alors
ExF=1{(1,3),(1,5),(2,3),(25)}
FxE={(3,1),(3,2),(51),(52)} # E X F.

Notation. On note E? le carré cartésien £ x E. Plus généralement, on définit le produit cartésien

de n ensembles E1, Fs, ..., E, par
Ey X By x ... x E, = {(x1,22,...,2,) : x; € E;, pouri=1,...,n}.
Exemple 2.1.9. Si E = {1,2}, alors

E*=ExE={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}

B pxpepo ] GLD(L12),(1.21),(1,2,2), |
(2,1,1),(2,2,1),(2,1,2),(2,2,2)

2.2 Relation d’ordre, Relation d’équivalence

2.2.1 Relations binaires

Définition 2.2.1. On appelle relation binaire sur un ensemble E, toute assertion entre deux

objets, pouvant étre vérifiée ou non, , notée xRy et on lit x est en relation avec y.

Exemple 2.2.1. Dans R on définit la relation R par :
TRy < x—y>0.

Définition 2.2.2. Soit R une relation binaire sur un ensemble E. Pour tous x,y,z € E, on dit
que R est
(1) Réflexive, si chaque élément est en relation avec lui méme, c’est 4 dire

Rz, Vo e F.

(2) Symétrique, si pour tout x,y € E, si x est en relation avec y alors y est en relation avec
x, c’est a dire
TRy = yRuz, Vo,y € E.
(3) Transitive, si pour toul x,y,z € E, si x est en relation avec y et y en relation avec z alors

x est en relation avec z, c¢’est a dire
(xRy et yRz)= 2Rz, Vr,y,z € E.

(4) Anti-symétrique, si deux éléments sont en relation 'un avec autre, alors ils sont égauz,
c’est a dire
(rRy el yRx)= x=y, Ve, y € E.
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2.2.2 Relation d’équivalence

Définition 2.2.3. Une relation binaire R sur E est une relation d’équivalence si elle est a la fois

réflexive, symétrique et transitive.

Définition 2.2.4. Soit R une relation d’équivalence sur E. On appelle classe d’équivalence de

x € E, l'ensemble des éléments de E en relation avec x par R, noté x ou cl (x) ou bien C (x)
C(z)={ye E:yRx}.

La classe d’équivalence C (x) est non vide car R est réflexive et contient de ce fait au moins x.

On notera par
E/R={C(x):x€ E}.

L’ensemble des classes d’équivalence de E par la relation R.

Exemple 2.2.2. Dans R on définit la relation R par :
TRy & x—yel.

Cette relation est bien une relation d’équivalence. En effet,

o Pourx e R: 2Rx < 0 € Z, comme 0 € Z, alors xRz, Vo € R, donc R est une relation

réflerive,

e Pourz,y e R, ona
(2Ry) = (r—y e Z) < (y—x € Z) = yRx,

alors R est une relation symétrique.

e Pourxz,y,z€ R, on a

(zRy et yRz) = (x—y€Z et y—z€Z)
= (r—y+y—2z2€2)
=

(x—2€Z)= (zRz2),

alors R est une relation transitive.

Done, l’ensemble des classes d’équivalence C (x) est [’ensemble

Cz) = {yeR:y—z€eZ}
= {yeR:yex+7}
= {yeR:y=k+ax:keZ}
= {k+az:keZ},

six €Z, on aC(z)="72Z.
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2.2.3 Relation d’ordre

Définition 2.2.5. Une relation binaire R sur E est dite une relation d’ordre si elle est antisymé-

trique, transitive et réflecive.
Exemple 2.2.3. Soit R la relation définie sur N* par la relation x divise y, c¢’est-a-dire
TRy < Jk e N* 1y = ka.

Alors

Pour x € N* : x divise x, donc R est une relation réflexive,
o Pour x,y,z € N*, si x divise y et y divise z, donc x divise z, ¢a signifie que R est une
relation transitive.

o Pour x,y € N*, si x divise y et y divise x, alors

dk,eN* gy =k
TRy & Jky € Y 1T o r— koka
yRr < dky € N* 1 1 = koy

= 1’(1—]{}2]{31):0
= kok1 =1, car x #£ 0,

il vient que koky = 1, comme ko, k1 € N*, alors ky = ky = 1, c’est-a-dire x = vy, ¢ca signifie
que R est une relation anti-ymétrique.
Ainsi R est une relation d’ordre.

L’ordre total et ’ordre partiel

Définition 2.2.6. Soit R une relation d’ordre définie sur un ensemble E, on dit que R est totale,
st pour tout x,y € E, on a

xRy ou yYRx.

Sinon, on dit que R est partielle, ¢’est-a-dire
dr,y € E:ni xRy el niyRx
Exemple 2.2.4. Soit R une relation d’ordre définie sur N* par :
TRy < IneN:y=naz.

Pour x =2 et y =3, on a ni xRy ni yRx, alors R est un ordre partiel.

2.3 Les applications

2.3.1 Définition d’une application

Définition 2.3.1. Soient E et F' des ensembles donnés, on appelle application de E dans F, toute
correspondance [ entre les éléments de E et ceux de F qui associe a tout élément de E un et seul
élément de I, on écrit
f:E —F
z = f(z)
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L’ensemble E est dit ensemble de départ et F' est dit ensemble d’arrivée.
Lélément x est dit I” antécédent et y est dit ["image de x par f.

L’application f est dite fonction si, pour chaque x € E, il existe au plus y € F tel que f (x) = y.

Exemple 2.3.1. Soit f: N — C, tel que f (n) = n+ie", alors f est une application, avec E = N
et ' =C.

Définition 2.3.2 (Graphe). Soient E et F' des ensembles donnés. Le graphe d’une application
f:E— F est
I'y:={(z,f(x)):x€e E} C EXF.

Définition 2.3.3 (Egalité). Soient f,g : E — F des applications. On dit que f,g sont égales si
et seulement si
pour tout x € E 1 f(x) =g (z).

On écrit alors f = g.

Définition 2.3.4 (Composition). Soient E, F et G trois ensembles et [ et g deux applications
telles que

ELF5a
On peut en déduire une application de E dans G notée go f et appelée application composée de f

et g, par
(go f)(z)=g(f(x)), pourtoutx € E

Définition 2.3.5. Soit E un ensemble, on appelle application identité, notée id : E — E [appli-
cation qui vérifie id () = x, Vo € E.

Exemple 2.3.2. Soient f : R — R" et g : Rt — [1, +o00| définies par :
f(x)=2> Ve eR" et g(x)=22+1 VzeR"
Alors go f : R —[1,400| est donnée par
(9o /) (@) =g(f(@) =g () =27 +1 VacR

Définition 2.3.6. Soit f : E — F une fonction. On appelle domaine de définition de f, noté Dy

Pensemble des éléments x € E fait auquels il existe un unique élément y € F, telle que y = f (x) .
Exemple 2.3.3. Soit f: R — R définie par f () = Vx + 1, alors
Di={reR:2+1>0} =[-1,+00].

Définition 2.3.7. Soit A C E et f : E — F une application. On appelle restriction de f a A,
Uapplication fila : E — F définie par

fia(z) = f(z), pour tout x € A.

Définition 2.3.8. Soit E C G et f: E — F une application. On appelle prolongement de f a G,

toute application g de G vers F dont la restriction a E est f.
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2.3.2 Image directe, image réciproque
Définition 2.3.9. Soit AC E et f: E — F. L’image directe de A par f est [’ensemble
fA) ={f(x):z€ A} CF.
Exemple 2.3.4. Soit f: R — R définie par f (z) =2z + 1, Vo € R. Si A =10,1], alors
F0,1)) ={f (@) : 2 € [0,1]} = {22+ 1: 2 € [0,1]},

On a
€0,l]e0<r<le1<2r+1<3,

donce f([0,1]) = [1,3].

Définition 2.3.10. Soit B C F et f: E — F. L’image réciproque de B par f est [’ensemble
f'(By={r€E:f(x)€ B} CE.

Exemple 2.3.5. Soit f lapplication définie par f (z) = 2? de R — RY, alors

F7H0,1]) = {zeR:0<2” <1}
= {reR:0<|z| <1} =]-1,1].

Soit g définie par g (z) = sin (rx) de R — R, alors
o) ={reR:sin(rr) =0} ={x: 2=k, avec k € Z} = Z.

Proposition 2.3.1. Soient E, F' deux ensembles quelconques et une application f : E — F. Pour
tous A, B C FE et X, Y CF, on a les propriétés suivantes :

(1) AcCB=fA)cfB)eaXCY=f1X)cf 1Y)

(2) fANB) C f(ANF(B) et f7HXNY)=f1(X)NfH(Y)
(3) f(AUB) = f(A)UF(B) et f[THXUY)=f1(X)N [T (Y)
(4 AcC [ (fA) et f(fTH(X)) CX.

2.3.3 Application injective, surjective, bijective
Définition 2.3.11. Soit f: E— F. On dit que f est injective si et seulement si :
Vay,x0 € B f(21) = f(22) = 21 = 2.

Exemple 2.3.6. Soit f Uapplication définie par f(x) = x* de RT™ — RT, alors f est injective,
s0it x1, Ty € Rt tels que f (x1) = f (x2),

11 =25 = \/2} = \/2} = |11| = |12| = 21 = 19, car v, 75 € RT.

Définition 2.3.12. Soit f : E — F. On dit que f est surjective si et seulement si : pour tout
y € F, il existe x € E tel que f (x) =y, c’est-a-dire

VyeF, JxeE y=f(x).
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Exemple 2.3.7. Soit f Uapplication définie par f (z) = |x| de Z — N, alors f est surjective. Soit
yeN, pourr=youxr=—y, onax€Zet

f(x) =zl =y,
donc il existe x € Z tel que y = f (x) .

Définition 2.3.13. Soit f : E — F. On dit que f est bijective (ou f est une bijection de E sur
F) si et seulement si : f est a la fois injective et surjective. Cela équivaut & : pour tout y € F il

existe un unique v € E tel que y = f (v). Autrement dit :
VYye F, AxecE y=f(x).

Exemple 2.3.8. Soit f Uapplication définie par f(x) = v — 7 de Z — 7Z, alors f est bijective.
En effet, soit y € Z, tel que f(x) =y, alors x =y + 7, donc il existe un unique x dans Z tel que

y=f(x).

Remarque. i l'application f est bijective, et seulement dans ce cas, a tout y € F' on fait corres-

pondre un x € E et un seul.

Définition 2.3.14. Soit f : E — F une application bijective. On définit Uapplication f~1: F —

E, appelée application réciproque de f, donnée par f~! (x) =y si et seulement si f (y) = .

Exemple 2.3.9. Soit f Uapplication définie par f(x) = 2> + 1 de RT — [1,+o0[, alors f est
bijective, car pour touty € [1,00], I’équation y = f (x) admet une unique solution v = \/y — 1. La
bijection réciproque est f~1: [1,+oo[ — RY définie par :

() =vVr—1, pourtout x € [1,+o0].

Proposition 2.3.2. Soit E,F des ensembles et f : E — F une application. L’application f est

bijective si et seulement sl existe une application g : F' — E telle que
fog=1dp et go f=1idg.

Exemple 2.3.10. Soit f : R — RY définie par f (v) = e*, Vo € R, f est bijective, sa bijection
réciproque est g : RY — R définie par g(x) =In(x). Ona fog:RL - RY et go f:R =R, tel
que

(fog)(x) :eh“‘”:x:idﬂgjr () et (gof)(x)=Ine" =z =1idg(x).

Proposition 2.3.3. Soient f : E — F et g : F' — G des applications bijectives. L’application

go f est bijective et sa bijection réciproque est

(gof) ' =fTtog™"

2.4 Exercices

2.4.1 Enoncés

Exercice 8.
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(1) On considére les ensembles suivants :
A=1{1,3,7,9,12}, B=1{1,3,2}, C={3,479}, D=/{31}.
Décrire les ensembles suivants et leurs cardinauz :
ANB, A\B, AAB, DxC, BnC, CpA, DUA, 7P).
(2) Décrire les ensembles suivants :
F=[-2,1N]-00,0], E=[-2,1U]-00,0], G=[-21[A]—-00,0], H =CRgF.
Exercice 9. Soit A, B et C trois parties d’un ensemble E.

(1) Montrer que : (A\B)\C = A\ (BUC).
(2) SSAUBC AuC et ANB C ANC, montrer que B C C.

Exercice 10. Soit R la relation définie sur R? par :
(1, 91) R (2, 92) € Y1 = yo.

(1) Montrer que R est une relation d’équivalence.
(2) Déterminer la classe d’équivalence de (1,0).

(3) Méme questions pour la relation R définie sur R? par :
(21, 91) R (2,92) & a7 + yi = 25 + y5.
Exercice 11. Soit R la relation définie sur N* par :
nRm < Jk € N* :n = km.

(1) Montrer que R est une relation d’ordre

(2) L’ordre est il total ?

Exercice 12. Dans R? on définit la relation R par :
(z1,91) R (22,92) < cos? (w1) +sin? (22) =1 et |y1| = |y .

(1) Montrer que R est une relation d’équivalence.
(2) Déterminer la classe d’équivalence de (0,0).
Exercice 13.

(1) Montrer que les fonctions suivantes sont des applications puis vérifier si elle sont injectives,

surjectives ou bijectives :

v: N— N 7 N—7Z k- 7 — N
n—n?’ n—2n2—7" n—4n?2+5"’
foo[=1,1]—10,1] 9 R\{—SQ}%R h: Ri—R
x—=V1—2a2 T — o x—Inz
r+3
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(2) Calculer vok,iok, koi.

1
(3) Montrer que Uapplication u : ]1,00] — ]0,00[ définie par : u(x) = . est bijective et
x
calculer sa bijection réciproque.

2z
1422

Exercice 14. Soit f : R — R définie par: f (z) =
(1) f est-elle injective? surjective ?

(2) Montrer que la restriction g : [—1,1] —[=1,1], g () = f () est une bijection.

Exercice 15. Soit f Uapplication de [0, +oo[ dans [0,4o00] définie par

fla)=(Wz+1)"~1

(1) Montrer que f est bijective.

(2) Déterminer sa fonction réciproque f~1.

2.4.2 Correction des exercices

Solution 8.

(1) On a
A={1,3,7,9,12}, B={1,3,2}, C=4{3,4,7,9}, D={31}.

Alors
ANB={1,3}, Card(ANB) =2, A\B={7,9,12}, Card(A\B) = 3,

AAB = (AUB)\ (AN B) ={1,3,2,7,9,12}\ {1,3} = {2,7,9,12}, Card (AAB) = 4,
D xC={31}x{3,4,7,9} = {(3,3),(3,4),(3,7),(3,9), (1,3), (1,4) , (1,7), (1,9)},
Card(D x C) =8, BNC ={3}, Card(BNC) =3,

CaD = {7,9,12} ,Card (CaD) =3,DUA = A,Card (DU A) = 5,

P(C) :{ 0,431, {4} A7}, {9}, {34} {3, 7}, 13,9} {4, 7}, {4,9} . {7, 9} }
{3,4,7},{3,4,9} . {3,7,9} ,{4,7.9} ,{3,4,7,9} ’

Card (P(C)) = 2994 = 24 — 1.

(2) On a,
F=[-2,1[N]-00,0] = [-2,0],
E =[-2,1[U]—00,0] = ]—00, 1],
G=[-2,1[A]-00,0] =]—00,1[\ [-2,0] = |—00, —2[U]0, 1],
H = CrF = ]—00,—2[U]0, +00[

Solution 9.
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(1) Soit A, B et C trois parties d’un ensemble E, alors
(A\B)\C = (A\B)NCC = (ANCEB)NCgC,
et

A\(BUC) = ANCg(BUC)=AN(CgBNCgC)
= (ANCgB)NCgC
= (A\B)\C.
(2) Ona AUBCAUC et ANB C ANC. Soit x € B, montrons que x € C. En effet

(reB) = (r€e AUBCAUC)=(xC AUC)
= (r€Aouxel).

St x € C, alors on a fini. St x € A, alors
(xreANBCANC)=(z€ ANC)= (ze (),

doncx € C, d’ou B C C.
Solution 10.
(1) Soit la relation R définie sur R?* par :
(21, 91) R (22,52) & 11 = 1.

o Soit (x1,y1) € R?, alors y; = y1 < (v1,y1) R (z1,31), donc R est une relation réflexive.
o Soit (x1,1), (2,52) €R?, on a

(1,71) R (22,2) © th = y2 © Yo = y1 & (T2, y2) R (21,y1),

alors R est une relation symétrique.

o Soit (xlvyl) ) ($2ay2) ’ (3737?/3) € R27 on a

= [y1 =y2 et Yo = y3]
= [y1 = ys]
= (371,y1)7?,(9c3,y3),

[(71,91) R (72,92) et (z2,y2) R (3, y3)]

donc R est une relation transitive.

On déduit que R est une relation d’équivalence.

(2) La classe d’équivalence de (1,0), on a

C((1,0)) = {(z,y) eR*: (2,y) R(L,0)}
= {(z,y) eR*:y=0} =Rx {0}.

3) Soit la relation R définie sur R? par :
( ) b
(351, yl) R (1’2>y2) < 33% + y% = 553 + y%-
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o Soit (x1,y1) €ER?, on a 23 +yl =23 +y} & (21,y1) R (x1,41), alors R est une relation
réflexive.
o Soit (x1,11), (a2, y2) € R?, on a
(z1,91) R (22,92) & (ﬁ +yi =25+ yg)
& (23 4y =21 + i)
& (22,92) R (21,1,
donc R est une relation symétrique.
o Soit (x1,11), (T2, 92), (x3,93) € R?, on a
[(71,91) R (22, 2) et (x2,2) R (v3,93)] = [37% +yi = a5+ s et ai 4y = x5+ Z/zﬂ
= [2f + i = 25 + 4]
& (21,y1) R (23, 93)
donc R est une relation transitive.
On déduit que R est une relation d’équivalence, pour la classe d’équivalence de (1,0), on a
C((L0) = {(z,y) €R*: (x,y) R(1,0)}
= {(z,y) eR*:2®+y* =1}.
Solution 11.
(1) Soit R la relation définie sur N* par :

nRm < Ik € N*/n = km.

e Soitn € N*, on a
nRn< Jdk=1eN':n=1n.
c’est-a-dire R est une relation réflerive.

e Soitn,m e N*, on a

[nRm et mRn| < [(Fk1 € N*:n=km) et (Fka € N : m = kqyn)]
— (k1 ks € N* : 10 = kykon)
= (Bkiks €N :kky=1)
= h=hky=1
= n=m,

donc R est une relation anti-Symétrique.

e Soit n,m,p € N*, on a

[nRm et mRp| < [(Fky € N*:n=Fkm) et (Fks € N :m = kyp)]

= Elk’l,k‘gEN*:n:klkgp
k
3

= (3ks = kiky € N" i1 = kyp)
= nRp,

don R est une relation transitive.
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(2) La relation d’ordre R est partiel, il existe n =2 € N* et m = 3 € N*, tel que
ni 2R3 ni 3R2.

Solution 12.

(1) Dans R? on définit la relation R par :
(z1,91) R (w2, y0) < cos? (z1) +sin? (23) =1 et || = |1l
e Soit (z1,y1) € R, alors
cos® (x1) +sin® (z1) =1 et |y| = |w].

done (x1,y1) R (z1,y1), ce qui signifie R est réflexive.
o Soit (v1,y1), (72,92) ER, on a

(z1,91) R (72,92) cos” (z1) + sin® (2) =1 et |y| = |ys

<~
& 1—sin®(z)+1—cos®(z2) =1 et |ya| = |11
= cos® (z9) +sin’ (1) =1 et |po] = |y

=

($27 92) R (xla yl) )

donc R est Symétrique.

o Soit (x1,y1),(x2,y2), (z3,y3) €ER, on a

o~

cos? (z1) + sin? (o

et || = |yl

)=1
3 R , t , R s =
)

cos? (z1) + sin’ (29
= + cos? (z2) + sin® (z3) = 2
lyil = ly2| = |ys]
= cos? (z1) + 1 +sin? (z3) = 2 et |y1| = |ys]

= cos’ (z1) +sin® (z3) = 1 et |y1| = |ys|
= (21,y1) R (23,93)
donc R est transitive.

(2) La classe d’équivalence de (0,0), on a

C((0,0) = eR*: (z,y)R(0,0)}
€ER*:cos*(z) =1 ety =0}

)
)
JER?*: (z=7wk:k€Z) ety=0}
0

Solution 13.
(1) On a
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o L’application v est injective, soit n,m € N, tels que
v(n) =v(m)=n*>=m?>=|n| =|m|=n=m, carn,m €N,

e L’application v n’est pas surjective, car 2 € N et v(n) =2 = n? = 2 n’a pas de solution
dans N.

e L’application i est injectiv, soit n,m € N, on a

(i(n)=i(m)) = (2n*—T7=2m>—7)

n?=m?= In| = |m|

4

= n=m, carn,m € N.

o L’application i n’est pas surjective, car 9 € Z et i(n) = -9 & 2n? = -2=n>=—-1n"

pas de solution dans N, donc i n’est pas surjective.
e L’application k n’est pas injective, comme k(—1) =k (1) =9 et —1 # 1.

o L’application k n’est pas surjective, car 6 € N et k(n) = 6 & n? = }17 n’a pas de solution
dans 7Z.

o L’application f n’est pas injective, car f (%) =f (—l) et L £ -1
0

e L’application [ est surjective. En effet, soit y € [0,1]. On a

fla)=yeVvli-a22=ysz==2y1—-19y%

alors

0</1—-942<1
yel0l]e0<l-y*<le = v =
—1</1—-942<0
done il existe x € [—1,1].
e L’application g est injective. Soit x1,x5 € R\ {—=3}, on a

2—1131 2-?52
p— : pu—
g (1) g (z2) T1+3 a+3

= (2—x1)(r2+3)=(2—x3) (21 + 3)
= 6—3r; +209 — 2125 =6 — 319 + 221 — 2179
=

dr9 = bx1 = T1 = X9.

e L’application g n’est pas surjective, car —1 € R et g (x) = —1 n’a pas de solution dans
R\ {-3}.

o L’application h est injective. Soit x1,72 € RY, on a

h(wl) = h (.172) = lnxl = lnxQ = 6111331 — elna;g

= T1 = 9.
e L’application h est surjective. En effet, soit y € R, alors
hir)=y=In(z)=y=z=e’cR].
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(2) Calculer vok, iok, koi.

° Onavok:ZiNgN, donc
n— (vok)(n)=v(4n® +5) = (4n> +5)°,
° Onaiok:ZgN—l&Z, donc
n— (iok)(n) =i(4n®+5) =2 (4n® +5)° — 7.
° Onakoz':N—i>Zi>N, donc

n—>(k0i)(n):k(2n2—7):4(2n2—7)2+5.

1
x—1

(3) Soit u: 1,00 — ]0,00][ définie par : u(x) =

e L’application u est injective. Soit x1,x9 € |1,00[, on a

(u(z1) = u () = ($11_1:x21—1>
= (z;—1=1z5—1)

= T1 = T9.

e L’application u est surjective. Soit y € |0, +oo[, alors

1 1
uz)=ye —— =y r=1+-¢€]l, +o0|,
r—1 Y

car

1 1
y€l0, ool ->0<14+—->1.
Y Y

1

done Uapplication u est bijective, avec u™" : 10,00 — |1, 400 définie par :

T)y=1+-.
u () + -

Solution 14.

(1) L’application [ n’est pas injective, car f(2) = f (%) = %. On a
f@)y=2e20=2"+1) 2> —2+1=0.

Comme équation 2> — x +1 =0 n’a pas de solutions réelles, donc f n’est surjective.

(2) L’application g est injective. Soit x1, 29 € [—1,1], on a

g(x1) =g(xe) = 214 (1 + xg) — 21, (1 + xf)
= (Il - x2) — XT1X2 (1’1 - 132) =0

= (11 =19 ou T129 = 1),

st x1xe =1 et xy,29 € [—1,1], on a

1
11 = — € =00, ~1] U L, +oo]
T2
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ce qui entraine que x1 = To = 1 ou x1 = x9 = —1, c’est-a-dire que x1 = x5, ainsi
g(x1) = g(22) = 21 = 2.
L’application g est surjective. Soit y € [—1,0[U]0, 1], alors
(f@)=y) & (y(1+2°)=22)
& yr* —2x+y=0.

Siy € [-1,1], alors 1 —y* > 0, comme A = 4 — 4y* = 4(1 — y?) > 0, alors l’equation
yx? — 2z +y = 0 admet deuzx solutions

1—/1—y° 14 /1 —y2
r=————"
y

r=——" ou avec y # 0.

1-y2 ; 1 I4+4/1-92
, car, sty = 3, alors

La seule solution acceptée x € [—1,1] est © = —
2++3¢[-1,1].

Sty =0, alors x = 0. Donc g est une bijection.

Solution 15.

(1) La fonction f est injective. Soit x1, x5 € ]0,+00[, on a

f (@) =f ()] = (Var+1)P—1=(Vra+1)° -1
= (Vo +1)" = (Vo +1)°
= Jri+1=r+1
= VI =D
= T = Ta.

La fonction f est surjective. Soit y € [0,400[, alors

y=r@)] & y=(Kz+1)" -1
s (Ve+1)'=y+1L

Comme y € [0,400], alors U'équation (T +1)° =y +1 > 1 admet des solution

Ve+1)’=y+1 & [Va+1|=y+1
& Vr+l=\y+1,

car v/x +1 >0, donc

\/_:\/y—i—l—IZO(:)x:(x/y+1—1>2207

alors )
T = <\/m— 1) € [0, 00[.

(2) La fonction réciproque f~' : [0, 00] — [0, 00| est donnée par :

Fw) = (VEFT-1) e r2o2TFE, Voo,
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3 Les fonctions réelles a une variable réelle

3.1 Notions de fonction

3.1.1 Définitions générales

Définition 3.1.1. On appelle fonction numérique sur un ensemble D tout procédé qui, a tout
élément x de D, permet d’associer au plus un élément de ’ensemble R, appelé alors image de x
et noté f(x). Les éléments de D qui ont une image par f forment 'ensemble de définition de f,

noté Dy

Exemple 3.1.1. La fonction f:x — x — 1 est définie pour tout v € R tel que x —1 > 0. Donc
Df = [1, —l—OO[

3.1.2 Graphe d’une fonction

Définition 3.1.2. On appelle graphe, ou courbe représentative, d’une fonction f définie sur un

intervalle Dy C R, 'ensemble
Cr=A{(z, f(x)):z € Dy}

formé des points (z, f (x)) € R? du plan muni d’un repére orthonormé (0, i, ] >

3.1.3 Fonctions bornées, fonction monotones

Définition 3.1.3. Soit f: D — R une fonction. On dit que :
a) f est majorée sur D si AM € R,Vz € D : f(x) < M.
b) f est minorée sur D si Im € RVx € D : f(x) > m.
c) f est bornée sur D si f est a la fois majorée et minorée sur D, c¢’est-a-dire si AM > 0,V €

D:|f(x) < M.

Définition 3.1.4. Soit f: D — R une fonction. On dit que :
a) f est croissante sur D siVr,y € D, x>y = f(x)> f(y).
b) f est strictement croissante sur D siVr,y € D, x >y = f(z) > f (y).
c) [ est décroissante sur D siVr,y € D, x >y = f(z) < f(y).
d) f est strictement décroissante sur D siVx,y € D, x>y = f(z) < f (y).

e) [ est monotone (resp. strictement monotone) sur D si [ est croissante ou décroissante

(resp. strictement croissante ou strictement décroissante) sur D.
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Exemple 3.1.2.

i) Les fonctions exponentielle exp : R — R est strictement croissante.

1) La fonction valeur absolue x — |x| définie sur R n’est pas monotone.

3.1.4 Fonction paire, impaire, périodique

Définition 3.1.5. Soit [ un intervalle de R symétrique par rapport a 0. Soit f : I — R une
fonction. On dit que :

i) f est paire siVr e l: f(—z) = f(x).
i1) f est impaire siVr € I : f(—z) = —f (2).

Exemple 3.1.3.

i) La fonction définie sur R par x — 2°" (n € N) est paire.

2n—+1

i1) La fonction définie sur R par v — x (n € N) est impaire.

Définition 3.1.6. Soit f : R — R une fonction et T un nombre réel, T' > 0. La fonction f est
dite périodique de période T si

VeeR: f(x+T)=f(x).

Exemple 3.1.4. Les fonctions sin et cos sont 2w-périodiques. La fonction tangente est w-périodique.

3.1.5 Opérations algébriques sur les fonctions
L’ensemble des fonctions de D C R dans R, est noté F (D, R).
Définition 3.1.7. Soient f et g € F (D,R) et A € R. On définit

e Somme de deux fonctions f+g:2 — (f+g)(z) = f(z) +g(x).
e Pour A € R, on définit Af : x — (Af) (z) = Af (x).
e Produit de deux fonctions fg: 2 — (fg) (x) = f(x) g (z).

Remarque. Les fonctions f+ g, Af et fg sont des fonctions appartenant ¢ F (D, R).

Définition 3.1.8. Soient f et g € F (D,R) et A € R. On dit que
e« f<gsiveeD, f(x)<g(x).
o f<gsiVreD, f(zx)<g(x).

Exemple 3.1.5. Soient f et g deuz fonctions définies sur |0,1[ par f (z) =z, g(z) = z*. On a
g<f,carVr €01, 2* < z.
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3.2 Limite d’une fonction

3.2.1 Définition générales

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. Soit o € R un point de I ou une

extrémité de 1.

Définition 3.2.1. Soit £ € R. On dit que f a £ pour limite en xq si,
Ve>0, 30>0, Vexel, |z—a<d=|f(x)—/{ <e.

On écrit dans ce cas, lim f (z) = (.
T—T0

Exemple 3.2.1. Considérons la fonction f(x) = 2x — 1 qui est définie sur R. Au point © = 1,
on a 1iIT%f (x) = 1. En effet, pour tout ¢ >0, on a |f () — 1| =2|x — 1| < e, sil'on a, a fortiori,
z—

r—1| < E Le bon choix sera alors de prendre § = E
2 2

Unicité de la limite

Proposition 3.2.1. Si f admet une limite au point xy, cette limite est unique.

Démonstration. Si f admet deux limites ¢; et 5 au point xg, alors on a, par définition, Ve > 0,

36, > 0,Vx € I, si |x—x0|<61:>|f(x)—€1\<%.

g

352>0,Vl’€], s1 |l’-[[‘0| <52:>|f(fb)—€2| <§

Posons ¢ = min (dy,d2) > 0, alors

[ = b <[f () =] +f (2) = lof <.

[y — Lo

5 entraine que {1 = (5. O

Comme ¢ est quelconque, pour € =

Limite a droite, limite & gauche

Définition 3.2.2. On dit que la fonction f admet ¢ comme limite a droite de xg, ou encore quand
x tend vers xg, si pour tout € > 0, il existe un § > 0, tel que : g < ¥ < T + 0, entraine
|f (x) — 4] < e. On écrira, dans ce cas :

lim f(x) = ¢.

r—ad
On dit que la fonction f admet ¢ comme limite & gauche de xqy, ou encore quand x tend vers x;,
si pour tout € > 0, il existe un § > 0, tel que : xg — 6 < x < xg, entraine |f (x) — L] < e. On
écrira, dans ce cas :

lim f(z) =¢.

$—>$0

Exemple 3.2.2. La fonction x € RT — \/x tend vers 0 lorsque x — 0.
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Remarque. Si la fonction f admet une limite { & gauche du point xo et une limite 6 droite de

Ty, pour que f admet une limite au point xq il faut et il suffit que { = (.
Exemple 3.2.3. Considérons la fonction définie par

1, stx >0,

f(m):{ -1, six <.

Elle admet 1 comme limite a droite de 0 et —1 comme limite a gauche de 0. Mais elle n’admet
aucune limite au point Q.
Cas ot « devient infini
On posera par définition
1 )
a) m_lgloof (x) =, si
Ve>0, JA>0, telque z>A=|f(z)—/{ <e.

b) lim f(x) =1/, si

T—r—00

Ve>0, JA>0, telque z<-A=|f(z)—/{ <e.
Limite infinie
Soit g € R. On posera par définition
a) zlggof () = 400, si
VA>0, 36>0, telque |z—x9<d= f(z)>A.

b) lim f (z) = —oo, si
T—T0

VA>0, 36>0, telque |z—z9|<d= f(x)<—A.
Si xg = +00 oll g = —00, On posera
a) xl_l)gl_loof (x) = 400, si
VA>0, 3IB>0, telque z>B= f(x)> A

b) lim f(x)= o0, si

T—r—00

VA>0, 3IB>0, telque z<-B= f(z)> A.

c) IEIJPoof (x) = —o0, si

VA>0, IB>0, telque z>B= f(z)<—-A.
Q) lim f(z) = —oo, i

VA>0, 3IB>0, telque z<—-B= f(x)<—-A.
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3.2.2 Théorémes sur les limites

Théoréme 3.2.1. Soit f : [a,b] — R et xg € |a,b]. Les deux propriétés suivantes sont équiva-
lentes :
(1) lim f(z) =¢

(2) Pour toute suite (Ty),cy, Tn € ]a,b] telle que nl_lﬂox” = xo, alors n1—1>r41—100f (x,) = L.

Démonstration. Condition nécessaire : Supposons que lim f (z) = £ et (x,), .y une suite de [a, b].
T—T0

Ceci s’écrit, par définition :
Ve>0, 30>0, Vrelab], si |v—x|<d=|f(z)—{ <e.

Comme xy = hI}_l T, il existe ng € N, tel que pour tout n > ng on a |z — xy| < §. En récapitulant,
n—-+0oo
on obtient

Ve>0, dngeN, Vn>mny, |f(z,)—{<e.

Ce qui signifie bien que la suite (f (z,)), oy tend vers /.

neN
Condition suffisante : Supposons que ¢ n’est pas limite de f en x(. La négation de la définition de

la limite nous donne
de>0, V6>0, Jzrelab], si |[r—zo|<d et |f(x)—{] >e¢.

En particulier, pour tout n € N*| il existe z,, € [a, b], tel que

1
|z, — 20| < — et |f () — 1] > €.
n

Donc, la suite (2,),,cy admet ¢ comme limite, cependant, £ n’est pas limite de la suite (f (5)),,cx-
[

1
Exemple 3.2.4. La fonction f : x € R* — sin <—) n’admet pas de limite au point 0. En effet,
x

considérons les suites
1 1

T, = ——— et = —,
" Yn 2n7r+g

TR pour tout n € N.

On a x, — 0 et y, — 0 lorsque n — 400, comme

sin (x,) =sin((n+1)7) =0 et sin (y,,) = sin (2n7r + g) =1,

alors les deux limites sont différentes, donc f n’admet pas de limite au point 0.

3.2.3 Opérations sur les limites

Théoréme 3.2.2. Soit f,g: [a,b] — R et zy € ]a,b], tel que lim f (x) = £ et lim g (x) = £, Alors

T—T0 T—T0

a) lim [f(x)+g(x)=0+1.

T—T0

b) lim (Af (x)) = A\, pour tout X € R.
T—T0

¢) lim f(z)g(z) =00

T—ITQ
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d) lim [f (z)| = [£].

T—T0

e) lim |f(x)—{| =0.

T—T0

Nl ey = et #0

Théoréme 3.2.3. Soient f : [a,b] — [c,d], g : [c,d] = R et xyg € |a,b], yo € [c,d], tel que

lim f(x)=yo et limg(y) ="~
T—x0 Y—Yo

Alors lim (go f) (z) = ¢.

T—T0

Proposition 3.2.2. Soit f,g:[a,b] = R et xy € |a,b], on a

1
a) Si lim f (z) = 400, alors lim = 0.

T—x0 z—zo f (:L‘)
b) Si Ili_)rgof (x) = —o0, alors xli_)rgof @ =0.

¢) Sif<g, et limf(x)=2¢ limg(z)=2{,alors (< (.
T—TQ T—x0

d) Si f<get lim f(z) =400, alors lim g (x) = +o0.
T—rT0

Tr—IQ

Théoréme 3.2.4. Soit f,g,h: [a,b] = R et xy € |a,b], on a
i) f(z) <g(x) <h(x), pour tout x € Ja, b,
ii) lim f(z) = limh(x) = ¢ € R.

T—T0 T—T0
Alors lim g (z) = ¢.
T—T0

Remarque. Voici une liste de formes indéterminées

400 — 00, 0 x 400, —, — 1°°, o0,

3.3 Continuité d’une fonction

3.3.1 Définition générales

Définition 3.3.1. Soit une fonction f : I — R, I étant un intervalle de R. On dit que f est

continue au point xo € I st

lim f (z) = f (20),

T—TQ

c’est-a-dire si
Ve>0, 36>0, Veel, si|lv—xzo <d=|f(x)— f(x)] <e.

Exemple 3.3.1. Soit la fonction réelle f définie par
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) 1
x sin (—)‘ < |x]|.
T

2] <6 = [f (z) = [ (z0)] <e.

Au point 1o =0, on a
|f (x) = f (z0)| =

Pour € > 0, on choisira 6 = ¢. Ainsi

Done f est continue au point xo = 0.

Définition 3.3.2. Une fonction définie sur un intervalle I est continue sur I si elle est continue

en tout point de I. L’ensemble des fonctions continues sur I se note C (I).

Continuité a gauche, continuité a droite

Définition 3.3.3. Soit une fonction f: I — R, I étant un intervalle de R.

(1) La fonction f est dite continue & gauche en xq si

lim f(x) = f(x),

$—>$O

c’est-a-dire si
Ve>0, 36>0, Vexel, si0<zg—z<d=|f(x)— f(x)| <e.
(2) La fonction f est dite continue & droite en xq si

lim f (x) = f (x0).

CC—)xO

c’est-a-dire si
Ve>0, 30>0, Veel, si0<z—xzi<d=|f(z)—f(x0)| <e.

Remarque. La fonction f est continue en xy si et seulement si f est continue & gauche et a
droite du point xg.
[ est continue en xy < lim f(z) = lim f (z) = f (z0).
=T =Ty

Exemple 3.3.2. La fonction définie par

1, stx>0,

f(:v):{ -1, s1x<0.

est continue sur R*. Au point xo = 0, la fonction [ est continue & gauche, mais elle ne l’est pas

¢ droite car

lim f(z)=f(0)=—-1 et lim f(x)=1%# f(0).

z—0~ z—0t
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Prolongement par continuité

Définition 3.3.4. Soit I un intervalle, xo un point de I. St la fonction [ n’est pas définie au

point xg € I et qu’elle admet en ce point une limite finie notée £, la fonction définie par

. { (@) sizm,

S (@)= 12 st T = Xp.

est dite prolongement par continuité de f au point xg.

fior-rin (1)

est définie et continue sur R*. Or, pour tout x € R* on a
1
@l =osin (3)| < e
x

donc hH(l]f (x) = 0. Le prolongement par continuité de f au point 0 est donc la fonction fv définie
T

J?(m): xsin (i) st x #0,

0 stx =0.

Exemple 3.3.3. La fonction

par :

3.3.2 Opérations sur les fonctions continues
Théoréme 3.3.1. Soit I un intervalle, et f et g des fonctions définies sur I et continues en
xo € 1. Alors

(1) Af est continue en xg, (A € R).

2) f+ g est continue en xg.

(2)
(3) fg est continue en xy.
(4)

(si g (o) #0) est continue en x.

Q =

Continuité de la fonction composée

Théoréme 3.3.2. Soit deuz fonctions f : I — J, g : J — R, tels que I, J deux intervalles
quelconques de R. Si f est continue en xo € I el g est continue en yo = f (xo) € J, alors la

fonction composée go f : I — R est continue en xg.

3.4 Fonction dérivable

3.4.1 Deéfinition et propriétés

Définition 3.4.1. Soit I un intervalle ouvert de R, xo un point de I, f : I — R une fonction.

On dit que f est dérivable au point xy si la limite

i £ @) = 1 (@)

T—T0 T — X

existe et est fini. Cette limite s appelle la dérivée de f en xq et se note f (x).
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Remarque. En posant x = xo+ h, on a

f () = i/ 0 ER = T 00)

On peut encore écrire
F w0+ 1) = F (x0) +hf (zo) +he (h), lime (h) = 0.
Exemple 3.4.1. Soit f la fonction réelle définie sur R par f(x) = x*. La dérivée de [ en un

point xo € R est

: . f(xo+h)— f(x0) (o + h)? — a3

fw) =iy z B
h? + 2xoh
= hmﬂ = limh + 2x9 = 2xy.
h—0 h h—0

Définition 3.4.2. La fonction qui a tout x de I associe f (x) dans R s’appelle fonction dérivée
/ df
de f et se note f ou —.
dz

Proposition 3.4.1. Toute fonction dérivable en un point est continue en ce point.
Démonstration. Si f est dérivable au point g, alors pour tout h > 0, il existe € (h) tel que
f(wo+h) = f (x0) + hf (20) + he (h),  lime (h) = 0.
D’ou
}lliir(l)f(xo—i-h) = f(z0) .

3.4.2 Dérivées d’ordres supérieurs

Définition 3.4.3. La dérivée [’ de f : I — R est une fonction sur Uintervalle 1. Si [’ est dérivable
a son tour, sa dérivée notée f = (f’) est dite dérivée seconde de f. Cette notion se généralise a

Pordre n. Ainsi la dérivée d’ordre n de f est définie par

f (@) = (f") ().
Exemple 3.4.2. Soit la fonction f(x) = sin (z) définie sur R. Les dérivées d’ordre 1 et 2 sont

f(x) = cos (z) = sin <3: + g) et f"(x) = cos <:c - g) = sin (x + 2%) .

Par récurrence la dérivée d’ordre n de f est

sin™ (z) = sin (x + n%) .

Fonction de classe C"

Définition 3.4.4. Soit n € N*. On dit qu’une fonction définie sur l'intervalle I est de calasse C™
ou n fois continument dérivable si elle est n fois dérivables et si f™ est continue sur I. On notera

C" (I) l’ensemble des fonctions de calasse C™.

Définition 3.4.5. On dit qu’une fonction est de calasse C° si elle est continue sur I, et de classe

C™ si elle indéfiniment dérivable sur I (c’est-a-dire ™) existe pour tout n).

Exemple 3.4.3. La fonction v — |x| définie sur R est de classe C° (R), mais n’est pas de classe

C' (R), car n'est pas dérivable a 'origine.
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Dérivée a droite, dérivée a gauche
Définition 3.4.6. On dit que la fonction [ est dérivable a droite en xq si

i @) = f (@)

x%xé’ T — Zo

existe et est finie.

On dit que la fonction f est dérivable a gauche en xq si

o @) = 1 ()
Ty T — Xy
exriste et est finie.
Notation. On note, dans ce cas :
/ - [ (@) — f(x0) ’ T f(x) = f(20)
fa(wo) = xliglg—x ~ o et /s (z0) = xligl(;—x “zp

Remarque. La dérivée de f au point x existe si et seulement si f, (xo) et f; (o) existent et sont
égales
f est dérivable au point o < f, (z0) = f; (20) = f (x0) .

Définition 3.4.7. Si les dérivées a gauche et a droite existent et sont différentes, ils existent alors

deux demi-tangentes & la courbe Cy au point (xg, f (z0)) dit point anguleuz.

Exemple 3.4.4. Considérons la fonction f (x) = |x® — z| qui est définie sur R. Elle admet deuz
points anguleux, a savoir Uorigine (0,0) et le point (1,0).

e Au point (0,0) on a

f,(0) = lim f@)=f0) _ limz—1=—1 et f;(0)= lim f@) - 1(0)

2—0— x—0 2—0— z—0+ T — z—0t

e Au point (1,0) on a

by o S@) @A) Coy e J@) - @)
fg <1) N xlir?_? N :plir{l—x =-1 fd (1) xligl"'? a xligl"‘x =1
A Dorigine on a deux demi-tangentes, & savoir, y = x et y = —x. Au point (1,0), on a aussi
deuxr demi-tangentes d’équations :y=x—1 ety = —x + 1.
(Y
Cr
} } t } xr
-2 -1 1 2
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3.4.3 Opérations de dérivations

Théoréme 3.4.1. Soient f et g deux fonctions définies sur ['intervalle I C R & valeurs dans R

et xg € 1. 51 les fonctions [ et g sont dérivables en xg, alors

(1) Va € R, af est dérivable en xy et on a
(af) (w0) = af" ().

(2) f+ g est dérivable en zo et on a

(f +9) (z0) = f (w0) + g (w0).

(3) fg est dérivable en xqy et on a
(£.9) (w0) = £ (0) g (x0) + f (0) g (o).

(4) Sig (x) #0, la fonction ! est dérivable en xqy et on a
g

(i) (25) = £ (x0) g (x0) — [ (w0) g (z0)

9? (o)

En particulier

Dérivée de la composée de deux fonctions

Théoréme 3.4.2. Soient J un intervalle de R, f: 1 — J et g :J — R. Si f est dérivable en
xg € I et g dérivable en f (xo) € J, la fonction composée go f: 1 — R est dérivable en zq et

’ / !

(gof) (xo) = f (z0) g (f (20)).

Dérivée de la fonctions réciproque

Théoréme 3.4.3. Soient J un intervalle de R et f: I — J une bijection continue. L’application
réciproque f~ . J — I est aussi continue sur J. Si f est dérivable en zo € I et si f (x9) # 0,
alors f~1 est dérivable en yo = f (x¢) tel que

1 1 1

U™ ) = 7 = Fo )
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Dérivée de fonctions usuelles

Fonction f || Dérivée f || Fonction f || Dérivée f'

x" nx" 1 u” nu'u"t, n e N*
1 _ 1 1 _u
X :1:2 u u2

7

1
Ve 5/ Vi PG
7

Inx % Inu *
e’ e’ e u'et
sin () cos (1) sin (u) u' cos (u)
cos () — sin () cos (u) —u sin (u)

3.4.4 Théoréme de Rolle

Théoréme 3.4.4. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b] telle
que f (a) = f(b). Alors il existe un nombre c € |a, b tel que f (c) = 0.

Y

Théoréme des accroissements finis

Théoréme 3.4.5. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. Alors

il existe un nombre c € |a, b| tel que
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Démonstration. Posons

o) = (@) - @) - LU )

La fonction ¢ est continue sur [a, b], dérivable sur |a, b et ¢ (a) = ¢ (b) = 0. D’aprés le théoréme

de Rolle, il existe ¢ € |a, b] tel que

ce qui s’écrit

]

Exemple 3.4.5. Montrons que /1+x <1+ %, x > 0. Posons f(t) = V1+1t, alors f (t) =
1

2Vt +1

[0, 2], il existe c €]0,x[, tel que

et f(0) = 1. Pour tout x > 0, on applique la formule des accroissements finis a l'intervalle

|
&.‘
—
&
Il

[\

9}

+

—_
IN

N =

Ce qui donne la résultat.

Corollaire 3.4.1. Soit f : |a,b[ — R une fonction dérivable sur ]a,b], on a
(1) Vo € la,b], f (x) = 0 si et seulement si f est constante sur |a,b].
(2) Si Yz € Ja,b[, f (x) > 0 (resp f (x) > 0), alors f est croissante (resp strictement

croissante) .

(3) Si Vo € Ja, b, f (z) <0 (resp f (x) < 0), alors f est décroissante (resp strictement
décroissante) .
Théoréme des accroissements finis généralisés

Théoréme 3.4.6. Soient f el g deuz fonctions continues sur Uintervalle [a,b] et dérivables sur
Ja, b[ telles que g (x) # 0 sur cet intervalle et g (a) # g (b). 1l existe ¢ € Ja, b] tel que

Démonstration. Posons

p(x) =1 (0) = f(a)llg () =g (a)] =g (b) = g (a)] [f (x) = [ (a)].

La fonction ¢ est continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[. et ¢ (a) = ¢ (b) = 0. D’aprés le théoréme
de Rolle, il existe ¢ € |a, b] tel que

’

¢ (c)=1[f(b)—f(a)lg (c) —[g(b) —g(a)] f (c) =0,

ce qui s’écrit
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Reégle de I’hopital

Théoréme 3.4.7. Soient [ et g deuz fonctions dérivables sur la,b|, et tendant vers 0 toutes
les deur pour x — at. On suppose que ¢ (x) ne s’annule pas dans un voisinage de a et que
@)
im

- = /. Dans ces conditions
z—at g (x)

im L@ g L@

z—at g (l‘) a r—a™t gl (l’)

Aussi, ce résultat vaut que ¢ soit un nombre réel ou +o0o0 ou —o0.

Remarque. Le théoréme reste valable quand f et g deux fonctions dérivables sur ]a, b, et tendant

vers 0 toutes les deur pour x — b~.

Théoréme 3.4.8. Soient f et g deux fonctions dérivables sur ]a,b[. On suppose que g (x) ne

f ()

/

g (z)

s’annule pas dans |a,b| et si admet une limite { au point xq € |a, b, alors

T @ =T @0) o F @)
xligclo g(x)—g(xo) 9”1_>$0 g () ¢

Démonstration. Le Théoréme des accroissements généralisés appliqué sur [xg, 2| donne

f@) = flzo) _ f ()
g(x)—g(xo) g (ca)

. avec ¢ € |xg, x].

Six — xg, alors ¢, — xg, par suite g ES‘T)) — £, autrement dit
M — ¢ lorsque = — xg.
g (x) — g (x0)
O
Exemple 3.4.6. Soit la fonction ¢ définie par
In(2? + 2+ 1)
= 2
pla) = HEEIED g e o9
2 ’ 21’ -+ 1
Posons f(x)=ln(z*+x—1) et g(x) =Iln(z), alors f(1) =0, f (z) = o — g(1)=0 et
2+ —
/ 1
g (z) = = On a
f(z)y . 224z

lim = =lim—— =1,
z—1g (x) =122 + x4+ 1
d’apres la regle de [’hopital,
. In(z?* 4+ 2 +1)
lim

=1.
z—1 Inx
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3.4.5 Fonctions équivalentes

Définition 3.4.8. Soit f,g deuz fonction définies au voisinage de xy € R, sauf peut-étre en x.

On dit que f est équivalente & g lorsque x — x¢ (ou en xq), et 'on note f ~ g, si

o f @)
g (@)

= 1.
Exemple 3.4.7. Soit P un polynéme de degré n qui s’écrit sous la forme

P (.T) = anﬂfn + an,lxnfl + ...+t a1 + ag.

Alors
P (z) ~ a,z™ au voisinage de + oo.
En effet,
P(x QA a a
tim DU gy 1y Oy =+ — =1,
T—+00 Ay, L™ T—+00 xr - "

Proposition 3.4.2. Soit f1, g1, fo et g2 des fonctions de I vers R.

(i) Si f1~ g1 et fa~ ga, alors fifs ~ g1g et % ~ Z_;'

(2) Si fi ~ g1 et lim fi (x9) =1, alors lim g1 (zg) = .
T—TQ T—T0
Equivalents classiques au voisinage de 0

e* —x~x, sin(x)~z, tan(z)~z,

1—cos(z)~Z, Wm(l+a)~z, (1+2)"—z~uz

3.5 Exercices

3.5.1 Enoncés

Exercice 16. Déterminer l’ensemble de définition des fonctions suivantes :

W A =21 @) he) = 3) fa(x) = e VL, (4) fi(e) = (1 +In(2))}.

1—ex sin ()’

Exercice 17. Calculer lorsqu’elles existent les limites suivantes

(1) lima sin (1) . (2) lim zsin (1) , (3) thngg,

2—0 x z—+00 x =0T + sin
t in (z) — -
(4) lim——2, (5) lim () = cos (&), 6) tm YAV o,
250 z—»7 1 —tan(x) z=at T —a

(7) lim (1 + %)‘”7 (8) lim sin (v +1) —sin(v/z), (9) lim (1 —z)tan <%$> :

r——+00 z—1

Exercice 18. A [l'aide des équivalences, calculer les limites suivantes

1 In (1 + 22 —
(1) lim b n(m)’ (2) lim—n( rr ), (3) lim (ma) — cos (nx)j n#m,
z—0+sin (2z) 2=0 o0 (f) 20 2
2
. 1 . 1
@t (5 =1). ) e
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Exercice 19. Soient f,g deux fonctions définies par

x zrew, x <0,
r, ©#0, _
fla)=q L+es R TN
0, z=0. 2% 1n (x ), x> 0.
T

o FEtudier la continuité de f et g.

Exercice 20. Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

filz)=In(3+sin(z)), folz)=In(z+vV1+22), fi3(z)=I (;figigg) ,
sinlz)

fa(z) = 2", f5 () = sin ((GI)Q) , fo(z)=x"=

Exercice 21. Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes et calculer la dérivée lorsqu’elle

eziste :
x? + 1, six <0, e —1, six <0,
[(z) =14 sin(z), si0<x<m, , g(x)y=14¢ 0, six=0,
1+4cos(z), siz>m. zln(z) —x, siz >0

Exercice 22. En utilisant la formule de ’Hopital, calculer les limites sutvantes

(1) lim

z—=0 eT —1

Los(x)’ (2) th (3) lim S (x)27 (4) lim

x cos (r) — sin (x)
z=llny —x+1° oL — T z—0 2 ’

3.5.2 Correction des exercices
Solution 16.
L’ensemble de définition des fonctions :
(1) Dy, :{xGR:x#O etl—e%#O}:R*.
(2) Dy, ={r €R:sin(z) >0} = {z € R:w € ]2km, 2k + 1) 7w, k € Z} = Uy |2km, (2k + 1) 7[.
(3) Dyy={reR:1—z#0et2?—1>0}=]—00,—1] U], +o0|.
(4) Dyy={z€eR:1+n(z)>0etax>0t={reR:z>e "t etax>0}=]e! +ool.
Solution 17.

(1) Pour tout x € R*, on a 0 <

1
x sin (—)’ < |z|, et lim |z| = 0, donc lim
X x—0 xr—

rzsin| — || =0,
0 x

. (1
par consequence limzsin{ — ) = 0.
x—0 €T

1
(2) Pour tout x € R*, on pose y = —, lorsque x — +o0, y — 0T, alors
T
1 :
lim xsin (—) = lim M =1.
T—+00 x y—0t Yy

sin (ax)

=1, pour tout o € R*, alors

x(l_QSm(zx)> i)

(3) On sait que glcl_r% o

. x—sin(2z) . 2z , 27 1
IH(IJ—|—'—(3) - hn(l) in (3x) = lim sin (3x) Ty
T—> T—> 1mn
x + sin (3z (14 3s x 143
3 3z
z—0
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4) On sait que hmsm (z) =1, alors
(
x—0 x
hmtanx _ 1 sin(z) _1
20 T e=0cos (x) @
(5) On a
i S0 () — cos (z) — Jim cos (2) sin (z) — cos (x)
e—»T 1 —tan(x) T cos (x) — sin (z)
2
= —lim cos(z) = —\/——
=7 2

(6)

VEZVa e

lim

(Ve —

Va) (VT + Va)

1

z—at T — Q z—a™t

1 1
(7) On sait que lin(l)—n (z+1)
T—

lim lim

T—+00

(o1 -

(8) Pour tout a, f € R, on a sin () — sin (8) = 2sin <

(0= a) (Vo + Va)

y—0t

xiglJr\/E + \/a 2\/5

1
=1, pour y = —, lorsque v — +oo, y — 0T, alors
x

(1 —i—y)% = lim exp

y—0t

() =
Jo (%

a—p
2

) , alors

s (V) o (V) =t 2 (MY on (V)
- xETOOQSm( (ﬁ+f)> (¢—2 \F)‘O’
wos(VEIEVD <1 rem lm(w_ﬂ)o

(9) Pour tout x € R, on pose y =x — 1,

lorsque x — 1, y — 0, alors

sin (Zy+ 2
lim (1 — z) tan <E) = lim — ytan (zy + E) = lim — yM
2. 3Y T
= —lim— cos <—y>
T y—0sin (gy) 2
2
o
Solution 18.
xln(z) 1 e
(1) On sait que sin (2z) ~ 2x, si x — 0, alors ~ —Inxz, x — 0, par passage a la limite
sin (2z) 2
on trouve |
Q/j n () = lim = Inz = —o0.
e—0tsin (2z)  2-0+2
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In (1 + 2?)

(2) On sait que In (1 + %) ~ 2% et tan <§> ~ %, st x — 0, alors

~ 2 — 0
2 x)x b

d’ou a1 )
lim n(l+7%)

z—0 z
tan (3)
an 9

(3) Pour tout a, f € R, on a cos () — cos () = —2sin (#) sin (
_l_

= 0.

)
, alors

. m—-n . n
cos (mx) — cos (nx) = —2sin ( 5 x) sin ( 5 x)

. . n—m n—m . n—+m n—+m )
Onsathuesm( 2 x)w 5 :L'etsm( 5 a:)w x, st x — 0, alors

a +
2
m

2

cos (mx) — cos (nx) ~ —2 (m;n) (n—;m) 23, =0,

d’ot
i €% (mx) — cos (nx) _
z—0 ,CL’Q

(n2 — m2) .

— N

8=

—1>~1,

1
(4) On sait que e — 1 ~ x, si x — 0, alors e® — 1 ~ — si © — 400, donc x (e
x
r — +00.
lim x(e% —1) =1.

T—+00

1 1
(5) On sait que /14 1z ~ 1—1—%:1:, six — 0, alors (/1 + = ~ 1+2—, st x — +00, donc
x x

1 1
T\ 1+ —~x+ -, x— +00, dou
T 2
. 1 . 1
lim z4/14+ — = lim z + = = +00.
Tr—+00 €T T—+00 2

(a) Six # 0, la fonction f est continue. Les définitions des limites & gauche et & droite au

Solution 19.

point xo = 0, nous donne

£,(0) = lim f(z) = lim —— =0,

z—0~ z—=0"]1 4+ ez
i
0) =1l = i =0.
fa(0)= L Fle) = lig T

On a utilisé le fait que lim ex = 0 et lim ex = 400, comme f4(0) = fa(0) = f(0) =0,
z—0~ z—0t+
alors f est continue au point xy = 0.

(b) Si x # 0, la fonction g est continue. Les définitions des limites a gauche et & droite au

point xo = 0, nous donne

1 In (1 1ln(1
g4 (0) = lim g (z) = limx21n<1+—) = lim n(—:—y): lim —MIO,

z—0t z—0t x Y—+00 Yy y—+ooy Yy
: : 1 €Y . 1
gy (0) = lim g (z) = limzer = lim — = lim — =0.
z—0~ z—0~ y——o0 Y y——ooye Y

Comme g, (0) = g4 (0) = g (0) =0, alors g est continue au point xy = 0.
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Solution 20.

Les dérivées des fonctions

(1) On a
;. cos(x)
file) = 3 +sin (z)
(2) On a /
/ )7(5(:—1-\/1—1-332) B 1+ 7= B 1
2 T G Vit®) (et Vitad) JitaE
(3) On a

fs(x) =In (2 +cos(x)) —In(2 —cos (x)), car 2 —cos(z) > 0 et 2+ cos (z) > 0,

donc
v, —sin(z) sin (z) —4sin () _ —4sin ()
Ja(w) = 24cos(z) 2—cos(z) (24cos(x))(2—cos(x)) 4—cos?(x)
(4) On a
f4 (ZL') — xa:—f—l _ eln(mw'*'l) _ e(z—i—l)ln(:v),
donc
f;1 () = ((x+1)ln (x))’ elet)In(z) _ <1n (z) + %"’1) pla+1) In(z)
= <ln (x) + z ;— 1) ot
(5) On a
f5 (z) =sin ((ex)z) = sin (62“3) ,
donc
fi (z) = 2¢* cos (e**) .
(6) On a
sin(z)
fo(x) = o S eln(x : ) = e%ln(@,
donc ‘
@)= (P (o)) =,
Comme
(sin (2), @:))l _ (sin @:))’ o S0 (@) 1
x x T T
~xcos(x)Inz+ (1 —Inx)sin (v)
- " 7
d’ou

folz) = T =

, zcos(z)lnx + (1 —Inzx)sin () sinw
2
— (zcos(z)lnz+ (1 —Inz)sin ()25 2

49



Chapitre 3 Les fonctions réelles & une variable réelle

Solution 21.

e La fonction f est continue et dérivable sur |—oo,0[, |0, 7[ et |m, +oo].
o Pour xog =0, on utilisera les définitions des limites & gauche et a droite au point xo = 0. On
a
fy(0) = lim f(z) = lim 2° + 2 = 0,
—0~ z—0~
fa(0) = lim f () = lm sin () =0,

Alors f,(0) = f4(0) = f(0), donc f est continue en xo = 0.

On utilisera les définitions des dérivées a gauche et a droite au point xg = 0. On a

f;(O)zlimM:hm = limz+1=1.
z—0~ z—0 rz—0~ x x—0~

£ (0) = 1 O SOy i)

x—07F z—0 z—0t T
Comme f, (0) = f;(0) =1, alors la fonction f est dérivable en zo = 0.

2>+

o Pour xq = m, on utilisera les définitions des limites 4 gauche et a droite au point xq = m,
alors

fo(m) = lim f(z) = lim sin(z) =0,

T T—T

fa(r) = lim f(z) = lim 14 cos(x) =0,
z—mt z—nt

Alors f,(m) = fa(m) = f(m), donc f est continue en xy = 7.

o On utilisera les définitions des dérivées a gauche et & droite au point vo = m, alors
fo(m) = tim LTI gy @)y sinly )y, ZsinG)
T—T xr— T x—>nm— L — T y—0— Y y—0— Y
’ — 1 1
fi(r) = lim f(x) = f(m) ~ im + cos () _ lim + cos (y + )
=t r—T z—=nt T — T y—0+ Y
1—
= 1imy<c—zs<y)> — lim 2 =0,
y—07F Yy y—0+ 2

Comme f; (7) # fcll (), alors la fonction f n’est pas dérivable en xo = .
e La fonction g est continue et dérivable sur |—oo,0[ et ]0, +o0].

e Pour xo = 0, on utilisera les définitions des limites a gauche et a droite au point xo = 0, on
a
gy (0) = lim f(x) = lime* —1=0,

z—0~ rz—0~

94(0) = lim f(z) = lim zIn(x) —x =0,
x—07t

z—0t

Alors g4 (0) = g4 (0) = ¢ (0), donc g est continue en xo = 0.

o On utilisera les définitions des dérivées a gauche et a droite au point xo = 0, nous avons

@) —g(0) el
9@ =g el -w _
94(0) = Jim == =07 = Jim = = lim In(z) = 1 = —o0,
Comme g; (0) = —o0, alors la fonction g n’est pas dérivable en xy = 0.
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Solution 22.

1 _
(1) La limite de _1<>
6$ _

du numérateur el du dénominateur

en 0 est indéterminée, on regarde la limite du quotient des dérivées

/

(1 —cos(z)) _ sin (x)
RN

donc . '
i Lo c0s(®) . sin(®)
z—0 er — z—0 et

¥ —1

(2) La limite de ———
Inzr—x+1

en 1 est indéterminée, on a

/

(mz—l)/ B (evn® —1) ~z(l+Inz)a”

(nz —z+1) -1 1—x

donc
_ ¥ —1 . x(1+Inz)z”
Ilm —mM = lim ———— = —00.
z=1tlne —xz+ 1 zo1+ 11—z

, =1 . xz(l+Inz)a”®
lim ———— = lim —————— = +o0.
e=l-lne —x+1  2-1- 1—=a

sin (z
3) La limite de (z) en 7 est indéterminée, on a
2 2
x?—

donc .
lim i ©% (x) _ cos () __1
zorx? — a2 aor 2n 27 s

sin ()

x cos (z) — sin (x)

(4) La limite de en 0 est indéterminée, on a

2
(z cos (z) — sin (z))’ _ —wsin(z)  sin(z)
(z2)’ 2 2
donc _ )
i & €08 (x) 2— sin () i S0 (x) _o.
z—0 T z—0 2
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4  Application aux fonctions élémentaires

4.1 Fonction logarithme, fonction exponentielle et fonction

puissance

4.1.1 Fonction Logarithm

Définition 4.1.1. On appelle logarithme népérien et on note In unique primitive s’annulant en

. 1 . . *
1 de la fonction v —  définie sur R,

In:Ry —R
dt

r —lIn(x) = -

H%H

Remarque. La fonction © — In(x) est continue, strictement croissante et définit une bijection
de RY sur R.

Propriétés des logarithmes

Soient a et b des réels strictement positifs, et « est un réel :

Produit : In (ab) = In (a) + In (b)

Inverse : In (1) = —1In (a)

Quotient : In (¢) = In(a) — In (b)

e Puissance : In (a*) = aln (a)

Racine carrée : In (y/a) = = In (a)
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Chapitre 4 Application aux fonctions élémentaires

Equations et d’inéquations avec des logarithmes
eln(a)=In()=a=>b

e In(a) >In(b) < a>0b

e In(a)<ln(b) ©a<b

(a)

IN A

eln(a)<0s0<a<letln(a)>0<a>1.

Limites particuliéres

lim In(z) = o0, lim In (z) = —o0, lim =0,
T—+00 z—0+F rz—=+o0 I

1 1
lim zln(z) =0, limn(x——i_) =1
z—0t z—0 €T

4.1.2 Fonction exponentielle

Définition 4.1.2. La fonction réciproque de In : RY — R s’appelle la fonction exponentielle, notée

exp: R =R} oue:R—=RY.

Remarque. La fonction exp : R — R7. est une fonction continue, strictement croissante et

dériable sur R, ot

i

(expx) =expz, pour toutz € R.

Propriétés des exponentielles

Soient a, b et n des réels :

e Produit : e® x eb = 1t

e Inverse : — =e¢™¢
ea
ea
e Quotient : — =e
e

e Puissance : (¢*)" =¢

a—b

na
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Lien exponentielle et logarithme
e In(e*) =a,
o ") =g >0,
e c’=bsa=1In(bh),
o ¢’ = ¢blne,
Equations et d’inéquations avec des exponentielles
eci=c"=a=b
e a’>cte=a>b
e cl<eteax<h
e c®>b>0<a>1Indb

e c"<bsa<lInb, avec b >0

Limites particuliéres

. _ e
lim e* = 400, lim e* =0, lim — = 400,
r——+00 Tr——00 r——+oo I
. . et —1
lim ze® = +o0, lim =1.
z——+00 z—0 X

4.1.3 Fonction puissance

Définition 4.1.3. On appelle fonction puissance d’un réel a positif, la fonction f, définie sur R

par :
fu (@) = a* = €*1(@),
Remarque. La fonction puissance est strictement positive
Ve e R:a” =™ > 0.
Propriétés. Pour tous a,b > 0, on a les égalités suivantes
e VxeR:In(a”) =zln(a).
o Vr,y e R:a"" =a* x a¥ etal’_y:Z—Z
e VxeR: (a”) =a™.

o Vz € R: (ab)” = a” x b".

Etude de la fonction puissance

Soit la fonction f, définie sur R par : f, (z) = a”.
Comme a® = e*™(@)_ elle est continue et dérivable sur R,car composition de fonctions continues et

dérivables sur R. On a alors :
VreR: f, (z) = (e”ln(“))/ = 1In (a) e*™® =1n (a) a®.
Le signe de la dérivée dépend donc du signe de In (a). On a alors :

e Sia>1,onaalors Vo € R: f, (z) > 0, la fonction puissance est croissante.

e Si0<a<1,onaalorsVr e R: f; (x) < 0, la fonction puissance est décroissante.
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Chapitre 4 Application aux fonctions élémentaires

Limite a ’infini

a>1 O0<ax<xl1
lim a” = 400 lim a®* =0
T—+00 T—~+00
lim ¢* =0 lim a®* = 400
T——00 T——00

fa(z) = a® avec a > 1

T

OQ

\\\\jii:jj?%0<a<l

y=20
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4.2 Fonctions trigonométriques et leurs inverses

4.2.1 Fonctions trigonométriques

Les fonctions sinus et cosinus

H Fonction H sinw H CoS T H
Domaine de définition R R
Parité impaire paire
Période T=2r||T=2n
Dérivée cos T —sinx

(Y

1 =2m sin(z)

Propriétés

Les fonctions sinus et cosinus satisfont les propriétés suivantes, pour tout =z € R,
e cos? (x) +sin? (1) =1
1
o cos? (z) = 3 (14 cos2x)
1
e sin’ (v) = 5 [1 — cos (2z)]
e cos (2x) = cos? (x) — sin? (x)

e sin (2z) = 2cos (z) sin (x)

Formules d’addition Vz,y € R, on a

Formules de transformation de produits en sommes

e cos(z)cos(y) = % [cos (x +y) + cos (v — y)]

e sin (z)sin(y) = % [cos (x — y) — cos (x + y)]
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e sin (z)cos (y) = % [sin (x + y) + sin (x — y)]

e cos(z)sin(y) = % [sin (x + y) — sin (x — y)]

Formules de transformation de sommes en produits

e sin (z) —sin (y) = 2cos (xTer) sin (%)
e cos(z) — cos (y) = —2sin (xTer) sin (%)

o cos (z) + cos (y) = 2cos (wTw) o (x - y)
o sin(z) + sin (y) = 2sin (zﬂ) o <x . y)

2

Les fonctions tangente et cotangente
Définition 4.2.1. On appelle tangente la fonction tan (ou tg ) définie par :

xr — tan (z) = sin (2)

,  pour tout v € R—A,
cos ()

oﬂA:{g—l-k:ﬂ:kGZ}

On appelle cotangente la fonction cot définie par :

cos ()

x — cot (z) = ,  pour tout r € R—B,

sin (z)
ouw B={kn:kel}.
Propriétés.

e Pour tout t € R—(AUB), on a
cot (x) tan (z) = 1.

o Les deux fonctions étant périodiques de période m, on peut donc restreindre le domaine de

T
l’étude a un intervalle de longueur w , par exemple — [ pour la tangente et |0, [ pour

-

272
la cotangente.

e Les fonctions tangente et cotangente sont continues et dérivable sur leurs domaines de défi-

nition et 'on a :

!

tan (x) = = 1+tan®z, pour tout v € R—A,
cos? (z)
, -1 ,
cot (z) = — = — (14 cot®(z)), pour tout x € R—B,
sin® ()
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1 Y tan(z) |
s Lo |
Xr ='—— = — |
L2 L2 l
- - Y +—
—7m T |
J— pR— —_— | 7T I
4 2 2 | |
| 7=2r | 3
E r =0 i cot(z) 3

Propriétés. La fonction tangente satisfait les propriétés suivantes, Yo,y € R— {g +km: ke Z},

o tan (2z) = 12_13;—%
tan () + tan (y)
o tan (z +y) = 1 — tan (z) tan (y)
tan () — tan (y)
o tan (z —y) = 1 + tan (z) tan (y)
e tan (x) + tan (y) = %

4.2.2 Fonctions circulaire réciproques

Fonction x — arcsinx

T
o 272
bijection de [——, —} sur [—1, 1]. La bijection réciproque est appelée fonction arcsinus et est notée

La fonction sinus a une fonction dérivée strictement positive sur }— [, donc c’est une

arcsin,

T :
} : x —> arcsin (z) .

arcsin : [—1,1] — [—5, 5
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Y
T | arcsin(z)
2 |
T V4
-1 1
"
2

Propriétés.
(1) Vz € [-1,1], on a sin (arcsin (z)) = x.

(2) Vo € [—g, g} , on a arcsinsin (z) = .

T T
(3) Vo € |:—§,§

(4) Yz € [-1,1], on a cos (arcsinz) = /1 — 22

},onasin(x):yﬁx:arcsin(y).

Proposition 4.2.1. La fonction arcsin est dérivable sur |—1,1[, et l'on a

/ 1

arcsinz) = ——.
( ) T

Démonstration. Pour tout x € |—1,1[, on a sin (arcsin (z)) = x, par dérivation, on obtient

/ 1 1
(arcsinz) = =

cos (arcsin (z)) /1 — 22

Fonction z — arccoszx

La fonction cosinus a une fonction dérivée strictement négative sur |0, 7[, donc bijective de

[0, 7] sur [—1,1]. La bijection réciproque est appelée fonction arccosinus et est notée arccos,

arccos : [—1,1] — [0, 7], x — arccos (z) .

arccos(x)

T T

Propriétés.
(1) Vz € [-1,1], on a cos (arccos (x)) = x.

(2) Vx € [0, 7], on a arccoscos (x) = z.
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(3) Yz € [0, 7], on a cos(x) =y < x = arccos (y) .
(4) VYo € [~1,1], on asin (arccos (z)) = V1 — 22.
Proposition 4.2.2. La fonction arccos est dérivable dans |—1,1[, et l'on a
/ —1
(arccosz) = Vi
Démonstration. Pour tout = € |—1,1[, on a cos (arccos (z)) = x, par dérivation, on obtient
/ 1 -1

(arccosx) = — =

sin (arccos (z)) /1 — 22

Fonction z — arctanzx

. . . . " T
La fonction tangente a une fonction dérivée strictement positive sur } 573 [, donc c’est une

T
bijection de [—5, 5} sur R. La bijection réciproque est appelée fonction arctangente et est notée
arctan,

arctan:]R—ﬁ—g,g[, x — arctan ().

Y T
T = —
2

arctan x

Propriétés.
(1) Vz € R, on a tan (arctan (z)) = .
(2) Vx € [—g, g}, on a arctantan (z) = x.
(3) La fonction arctan est dérivable surs R, et l'on a

( ; )/ 1
arctanz) = )
14 22

4.3 Fonctions hyperboliques et leurs inverses

4.3.1 Fonctions hyperboliques

Définition 4.3.1. Les fonctions de la variable x,

x —x T _ - h 20 _ 1

h = =
ch () ch(z) e*+1’

1
= thz) (z #0)

s’appellent respectivement cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique, tangente hyperbolique et co-

tangente hyperbolique.
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Propriétés.
(1) La fonction ch est paire et les fonction sh, th, coth impaires.
(2) Pour tout x € R, on a les relations
ch(z) 4+ sh (z) = €”, ch(z) —sh(z) = —e™",

ch? () — sh? () =1, 1 — th” () = COti( )

(3) Pour tout x,y € R, on a les relations

ch (x +y) = ch (z) ch (y) + sh (z)sh (y),

Sh(fc+y)zsh() (y)+sh(fv)ch(y),
th (z) + th (y)

1+th(z)+th(y)

th(z+vy) =

(4) Les fonction ch, sh, th sont indéfiniment dérivables sur R, et l'on a

, , / 1
(@) =shiz),  hE) @), DE) = =10 @
ch” (x
(5) La fonction coth est indéfiniment dérivable sur R*, et l'on a
(coth (x)) !
x)) = ——5—.
sh? ()
Y
r=1
x x

sh(z)

4.3.2 Fonctions hyperboliques réciproques

Fonction x — Argsh

La fonction sinus hyperbolique est de dérivée strictement positive sur R, donc c’est une bijection
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de R sur son image R. L’application réciproque est appelée argument sinus hyperbolique et est
notée Argsh,
Argsh: R — R, x +— Argsh (z).
Y
Argsh(x)

Propriétés.
(1) Yz € R, sh (Argsh (z)) = x et Argsh (sh(x)) = .
(2) Vo € R, Argsh (z) =In (Va2 + 1 +x).
(3) La fonction Argsh est continue, dérivable sur R, et l'on a

1

(Argsh (z)) = Nt

Fonction x — Argch
La fonction cosinus hyperbolique est de dérivée strictement positive sur R* , donc c¢’est une bijection
de R dans [1,4o00[. L’application réciproque est appelée argument cosinus hyperbolique et est
notée Argch,

Argch : [1,400[ — [0, +00], x — Argeh ().

Y
Argch(x)

Il

—_

Propriétés.
(1) VYo € [1,4+o00], ch (Argch (z)) = x.
(2) Vz € [0,+o00[, Argch (ch(z)) = x.
(2) Vo € [1,+o0[, Argch (z) =In (V22 —1+z).
(3)

3) La fonction Argch est continue sur [1,+00|, dérivable sur |1,4o0[, et l'on a

(Argeh (z)) = Nt
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Fonction x —Argth
La fonction tangente hyperbolique est de dérivée strictement positive sur R, donc c¢’est une bijec-
tion de R sur |—1, 1[. L’application réciproque est appelée argument tangente hyperbolique et est
notée Argth,

Argth : |—-1,1[ = R, x +— Argth (z).

Y
Argth(z)

Propriétés.
1) Vo € |—1,1][, th (Argth (z)) = =.
2) Vx € R, Argth (th (x)) = =.

(1)
(2)
(2) Vo € RY, Argth(z) = %ln (1+x).
(3)

1—2z

3) La fonction Argth est continue et dérivable sur |—1,1[, et l'on a

B 1
1= g2

(Argth ()

Fonction x — Argcth
La fonction cotangente hyperbolique est de dérivée strictement positive sur R*, donc c’est une
bijection de R* sur |—oo, 1{U |1, +o00[. L’application réciproque est appelée argument cotangente

hyperbolique et est notée Argcth,

Argcth @ |—o0, 1{U]1, +00[ — R¥, x — Argcth ().

Y
Argth(z)
I
L
o - v
I

Propriétés.
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1) Vo € R*, coth (Argcth (z)) = «.
2) Vx € |—o0,1[ U1, +o00], Argcth (coth (z)) = =.

(1)

(2)

(2) Va € ]=00, 1[U]1, +00], Argeth (z) = %m (i * 1) |
(3)

3) La fonction Argeth est continue et dérivable sur ]—oo, 1{ U1, +o0o[, et l'on a

1
x2—1

(Argeth () =

4.4 Exercices

4.4.1 Enoncés

Exercice 23.

1) Donner la valeur exacte de cos (1> , sin <1>
12 12

2) Ecrire sous forme d’expression algébrique
a) cos(2arcsin (7)), b) cos (arctan (x)) .

Exercice 24. Résoudre les équation suivantes :

a) arccosx = 2 arccos 7

. .2 .3
b) arcsinz = arcsin = + arcsin 5

Exercice 25. Vérifier

i) Pour tout x € |—1,1[, arcsin (z) + arccos (z) =

8=
~——10 3
|
ol

i1) Pour tout x € ]0,4o00[, arctan (z) + arctan <

Exercice 26.

1) Déterminer l’ensemble de définition des fonctions suivantes :

a) fi (z) = arcsin (x i 1) , b) f2(x) = arccos (V2 — 22)

¢) f3 (z) = arccos (22 + 1) — arcsin (32?) .
2) Calculer les dérivées des fonctions fi et fs.

Exercice 27. Simplifier les expressions suivantes :

a) ch (Argshz), b) th (Argshz), ¢) sh (2Argshz) ,
d) sh (Argchz) , e) th (Argchz) f) ch (2Argchz) ,

2ch? (x) — sh (22)
9 @) — @)
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4.4.2 Correction des exercices

Solution 23.

1) On a cos(2a) = 2cos?(a) — 1 =1 — 2sin?(a), pour a = %, on trouver

CoSs (E) = 2cos? <1> —1=1-2sin? <7T>
6 12 12

alors
2<7r> 2++3 ; ,2< > 243
— ) = in“(— ) =
5 \12 R ST A
C 7Te[o } (W)>Ot ( >>0d
omme 1 5| cos |13 et sin , donc

2.a) On a cos (2a) = 1 — 2sin? (a), pour a = arcsin (z), (x € [~1,1]), alors
cos (2arcsin (7)) = 1 — 2sin? (arcsin (7)) = 1 — 22°.

2.b) On a
1

1+ tan? (a)’

o (@) =1+ tan® (a) implique cos® () =

pour o = arctan (z), (x € R),

1 1

2
t = B .
cos” (arctan (z)) 1+ tan® (arctan (z)) 14 a2

Comme arctan (z) € | 2%, 2|, cos (arctan (z)) > 0, donc

1
V1+ a2

cos (arctan (z)) =

Solution 24.

3
a) On a cos (arccosx) = x, alors cos (arccos x) = cos (2 arccos o | , donc

3 3 3 1
T = COS (2 arccos Z_L) = 2 cos (arccos Z) - 1= 2.1 —1= 5
b) Comme cos (arcsinz) = /1 — 2?2 et sin (a + b) = sin (a) cos (b) + sin (b) cos (a) , alors
x = sin (arcsinx)

) .2 .3
= sin | arcsin — + arcsin —
5 5

: .2 .3 , .3 .2
= sin | arcsin — | .cos | arcsin — | + sin | arcsin — | . cos | arcsin =
( 5) o (s ) (s ) com o)
2 3) 3 ( 2)
= €O arcsm 5 COs arcsin
9 2
N I A I Y S
) 5
3v21 +8 —0—8
25
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Solution 25.

1) Soit f la fonction définie sur [—1,1] par f(x) = arcsin(x) + arccos (z), pour tout x €

]_17 1[7
/ 1 1

d (x):\/l—aﬂ_\/l—x?

Ainsi f est constante |—1,1[, alors

f(z) = f(0) = arcsin (0) + arccos (0) = 0 + g = g

donc

Vo € ]—1,1[ : arcsin (x) + arccos (z) =

e

1
i1) Soit g (z) = arctan (z) 4 arctan (—) , pour tout x € |0, 400, alors
T

(@)= =
l‘:
g 1+22 1+%

alors g est constante sur )0, +o0[, donc
g(z) =g (1) =2arctan (1) = 2% = g
Solution 26.

1) L’ensemble de définition

T

On a
-1
t ilgl’ +1—0’
_ x x
Tr4l r+1 — 7

comme —1 ¢ [—3,+o0|, alors

Dp={seR:-1<V2-22 <1 et2-2° >0}

(—1§\/2—x2§1 et2—x220> o

—~

2—2*<1et2—2">0)

& (x221etx2§2)
=3 (xe]—oo,—l]u[l,—l—oo[ et & € [—\/5, \/§]>
& x € [1,\/5} U [—\/5,—1}
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Dy, = [—\/5,—1} U [1\/5] .

Dp={reR:-1<2x+1<1let —1<32><1}

(-1<2z+1<let —1<3:°<1) & <—1§$§06t$2§

Sl

& ze—-1,0] et:ce{—
1
& I€|:——,0:|.

V3
Dy = |- 0].

5
V3

2) Les dérivées de fi et fo.

[arcsin (u)] = et larccos (u)] =

file) = s 2 xf—l)

|z + 1| 1 (x+1) 1

car

2
On a fy (x) = arccos (\/2 — xQ) Javee u (z) = /2 — 22, donc

f(@) = (v2—=)

—1 1
T € {—,+oo{z>x+12§:>|x+l|—x+l.

~1
Vi-(vVI—2)°
2

V2 —a22/2? -1

_ \/(2_;2‘7)”(:62_1), Vwé}—\/ﬁ,—l[u}l,\@[.

Solution 27.
a) ch? (a) —sh? (a) = 1, pour a = Argsh z, on a
ch? (Argsh 2) = sh? (Argsh z) + 1 = 2% + 1.
Comme ch (z) > 0, alors
ch (Argsh z) = Va2 + 1.

sh (Argshr) =z
ch (Argshz) /a2 +1

th (Argshz) =
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b) sh(2a) = 2ch (a) sh («), pour o = Argshz,
sh (2Argshz) = 2ch (Argshz) sh (Argshz) = 22va? + 1.
¢) On a ch?(a) —sh®(a) = 1, pour a = Argch z,
sh® (Argch z) = ch® (Argch z) — 1 = 2% — 1.
Comme Argchx > 0, alors sh (Argch z) > 0, donc
sh (Argch x) = Va2 — 1.

d) On a
_ sh(Argchr) 1 —

f) On ach(2a) = 2ch? (o) — 1, pour a = Argchz,

ch (2Argchz) = 2ch? (Argchz) — 1 = 222 — 1.
g) On a
) e+ e % 2 6212 _ 6—2:5
2ch” (z) —sh (2z) = 2 — | —
2 2
= e 241,
et
r—In(ch(z))—In(2) = :(:—ln(6 +6)—111(2)
= z—In(e"+e ") +In(2) —In(2)
= x—1In (ex ( x))
= z—1Ine” —ln(l—{—eQ’”)
= —In (1 + 6_2”3) ,
donc
2ch® (z) —sh(2z) 1+ e 2

z—In(ch(z))—In(2)  In(l+e2%)
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5 Deéveloppement limité

5.1 Formule de Taylor

5.1.1 Formule de Taylor-Young

Théoréme 5.1.1. Soit f : ]a,b[ = R, 2 € ]a,b[. Supposons que f est de classe n—1 et f (z)
existe (finie). Alors Va € |[a, b,

" (n)

[ (zo 2
2<! )(a:—xo) +...+

f/ (370)
1!

([E—l"o) -+

fx) = [ (x0) +

ot € est une fonction définie sur ]a,b[ telle que lim e (z) = 0.
Tr—xQ

Remarque. Le terme (x — x9)" e (x) avec e (x) — 0 lorsque © — o est souvent abrégé en

o(x—z0)".

5.1.2 Formule de Mac-Laurin-Young

Lorsque xyp = 0 dans la formule précédente, on obtient la formule de Mac-Laurin a I'ordre n

avec reste de Young

avec € (x) — 0 lorsque x — 0.

5.2 Développements limités au voisinage d’un point

5.2.1 Définition et existence

Définition 5.2.1. Soit I un intervalle ouvert. Pour a € I et n € N, on dit que f admet un
développement limité (DL) au point a et & l'ordre n, s’il existe des réels ¢y, c1, ..., ¢, et une fonction

e: I — R telle que lime (x) = 0 de sorte que pour tout x € I,

r—a

f@)y=c+c(r—a)+..+cp(x—a)"+(x—a)"c(z).

a) L’égalité précédente s’appelle un développement limité de f au voisinage de a & l'ordre n.

b) Le terme f(x) = co+ci(x—a) + ... + ¢, (x —a)" est appelé la partie polynomiale du

développement limité.
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c) Le terme (x — a)" e (x) est appelé le reste du développement limité.

Exemple 5.2.1. La fonction f (x) = e® est définie sur R et f (z) = e*, alors f™ (0) = 1. Par

suite

2

ac_l x
e’ = +x+5+

.Z'4

4

n

T n
——|—...+H—|—x e(x).

Exemple 5.2.2. La fonction ¢ (x) = sin (x) est définie sur R et pour tout n € N, on a

™ () = sin <$ + %) et ©™(0) = sin (%) :
Ce qui donne
n 0, st n = 2p,
™ (0) = .
(=1)"n sin=2p+1.
Ainsi 3 5 2p+1
x x x

SID(ZL’):I—g‘i‘g‘F..+(—1)pm+l'2p+2€($).

5.2.2 Développements limités des fonctions usuelles & 1’origine

Les développements limités suivants en 0 proviennent de la formule de Mac-Laurin-Young

Fonction f || Développement limité
. . 2 2P "
e +x+§+z+...+m+xs(az)
SCZ x4 2n S
- 4= n+
ch (x) 1+2! —1-4! +...+(2n)!+x e(x)
P a— 22T
_ _ - 2n+2
sh (x) x+3!+5!—|—...+(2n+1)!+x e (x)
R 22 -
4= 1\ = n+
cos () 1 2!+4!+ 4 (=1) (2n)!+$ e (x)
P E— 22T ,
1 - p— 1\ n+2
sin () x 3!—1—5!4—..—1—( 1) (2n+1)!+x e (x)
2?2 28 op X"
In(z+1) x—g—k?—l—..—l—(—l) 1F+x"5(x)
-1 —1)... (a— 1
(14 z)" 1—i—ozx+a(a2‘ )xz—i-...—i-a(a ) Ea n )x”—i-x”&(x)
n.
1
T2 l—z+a®>—23+ ..+ (=1)"2" + 2" (x)
1
— l+z+a>+ 23+ .+ 2"+ 2" (v)
p
r T o1 1 X3 x5X..x(2n—3)
V1 1+—-——+.. —1 " "
o Ty g et T A b @)

5.2.3 Développement limité des fonctions en un point quelconque

Proposition 5.2.1. f admet un développement limité a ['ordre n en a si et seulement si la fonction
f(z+a) admet un DL a l'ordre n en 0.
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Exemple 5.2.3. Calculons le développement limité de la fonction f(x) = e® en 1.
On pose h = x — 1, st x est proche de 1, alors h est proche de 0. Nous allons nous ramener a un

développement limité de e’ en h =0. On a

2!

- e—i—i(x—l)—i—%(x—1)2—1—...—1—%@—1)”—1—(95—1)”6(x—1),

h? h"
flz) = 6”261+h:eeh:e(1+h+—+...+g+h”e(h))

ot lime (x — 1) = 0.
z—1

Exemple 5.2.4. Calculons le développement limité de la fonction f(x) = cos(z) en g On sait
que

cos (x) = —sin (m - g) :
on se raméne au développement limité de sin (h) quand h = x — g — 0. On a donc

3 h2n+1

cos(r) = —sin(h)=—h+ " + ...+ (=D T R 2¢ (h)

3!

R ++...+(2<n—_fm (=) -0 (2 D),

ot lim5<x—z> =0.
T 2
r— —

2

Opérations sur les développements limités

On suppose que f et g sont deux fonctions dont les développements limités en 0 a 'ordre n,

sont donnés par :

f(x)=cot+cx+ ...+ cpa™ +a" (x) =C(x) + 2" (x),
g(x) =ap+ a1+ ...+ a2 + 2" () = A(x) + 2" (2) ,

ol ilir(l)él () = ilir(l)&"z (x) = 0.

5.2.4 Somme et produit
(1) f+ g admet un développement limité en 0 'ordre n qui est :
f(@)+g(x) =(co+ao) + (a+a)z+ ..+ (ot an) 2" + 2" (2),

oue(r)=c¢c(x)+e(x).

(2) f.g admet un développement limité en 0 'ordre n qui est :
(f xg9)(x) = [ (z).g9(z) = Tn(z) + 2" (),
ou T, est le polynome
T, (z) = (co+ a1z + ... + cpa™) (ap + a1z + ... + az™) .

On conserve seulement les monémes de degré < n.
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1
Exemple 5.2.5. Soit la fonction f (z) = T2~ e” définie sur Uintervalle |1, +oo[. Cherchons
—
son développement a ['ordre 3 au voisinage de 0, on a
1

1l—x
ex:1+x+§—?+§—?+x35(x),

=1+z+a®+2°+ 2% (),

D’ou .
f(x)= %+6x3+x35(x).

Exemple 5.2.6. Cherchons le développement a ordre 5 de ¢ : © — cos (x)sin (x) au voisinage

x> ad z?2 2t
T B U [ R
(x 6 +120) ( 2 +24)’

de 0, on calcule le produit

5.2.5 Quotient

Division suivant les puissances croissantes

Soient A et B deux polynomes, le terme constant de B étant non nul, et n un entier strictement

positif, alors il existe des polynomes @ et R (déterminés de maniére unique) tels que :

A= BQ +2""R.

et deg (Q) est inférieur ou égal a n.
On défini la division suivant les puissance croissante comme la division euclidienne classique, mais
en écrivant les polynoémes suivant les puissances croissantes, et en cherchant & éliminer d’abord

les termes constants, puis les termes en z, etc.

Remarque. Dans la division de polynomes suivant les puissances croissantes a l'ordre n, le reste

est divisible par z" 1.

Exemple 5.2.7. Si A(z) =1+x, B(z) =1—z, on trouwve a U'ordre 2 : Q () = 1+ 2z + 222 et
R(x)=2.

1+ 11—z

l—x 1+ 2% + 222

2z

2r — 2x°

2

2% — 213

2x3.
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Technique de calculer des développements limités

Nous allons utiliser le développement limité de

1
=l—u+u+ ..+ (D" u"+ues (x).
S (D) e ()
(1) Siag =1, on pose u = ay+ a1 + ... + a,x" + z"5 (x) et le quotient s’écrit
f 1
_:f ’
g 14+ u

ou bien

@) _ C(a)+am (2)
g(z)  A(x)+ arey ()
ou B est le quotient de la division de C par A suivant les puissances croissantes a 'ordre

= B(x)+ a"es (),

n.

(2) Siag# 0 et ag# 1, alors on se raméne au cas précédent en écrivant
1 1 1

g () _a_01+g—éx+...+‘;—gx”+x”€2(x)'

(3) Si ap = 0, alors on factorise par * (pour un certain k) afin de se ramener aux cas précé-

dents.
Exemple 5.2.8. Soit la fonction f (x) = — a:( ) définie sur Uintervalle |—m, 0[U]0, w[. Cherchons
sin (x
son développement a lordre 4 au voisinage de 0. Le développment limité de sin (x) nous donne
1
f(z) = 2 4
1- 2+ 2 4t (a)
2 4!

= 1—u(z)+u*(z) + 2 (2),

5.2.6 Intégration

Notons F' une primitive de f, la fonction F' admet un développment limité en a a 'ordre n+ 1

qui s’écrit :

c Cp n n
F(x) :F(a)+co(x—a)+El(x—a)2+...—|—n+1 (z—a)"" 4+ (z—a)" 0 (2),
ou limf (z) = 0. Cela signifie que I'on intégre la partie polynomiale terme a terme pour obtenir le

r—a
développment limité de F'(x) a la constante F'(a) preés.

Exemple 5.2.9. Soit la fonction f(x) = arctan(x) définie sur l'intervalle R. Cherchons son

développement au voisinage de 0, on a f () = T2 alors
, 1 n
f(z)= i -2+ 2+ .+ (=D)"2* + 2% ().
et f(0) =0, d’ou
3 5 -1 n
f(x):x_%+__|_ _‘_2<n+)1x2n+1_‘_x2n+1€(x)
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5.2.7 Composition

Supposons que g (0) = 0 c’est a dire que ag = 0. Alors la fonction fog admet un développment

limité en 0 a 'ordre n dont la partie polynomiale est le polynéme a l'ordre n de la composition

C(A(x)).

Exemple 5.2.10. Cherchons le développement limité de f (x) = e®) en 0 & Uordre 4. Le déve-
loppement limité de sin (x) nous donne

F@) = exp <x—$—3+m(gg4))

6
woowd o ut
= 1+u+§+§+z+u5(u),
23
avec u = — & + x'e (z), d’ou
2 ot
f(df):1+x+?—§+$4€<x>

5.2.8 Deéveloppement limité en +oo

Soit f une fonction définie sur un intervalle I = |xq, +-00].

Définition 5.2.2. On dit que f admet un développement limité en 400 a l'ordre n s’il existe des

réels cg, cq, ..., Cy, tels que

1
ot lim ¢ (—) =0.
T—r—+00 €T

1
Exemple 5.2.11. Soit la fonction f (x) = exp (—) définie sur )0, +o0[. Cherchons son dévelop-
T

pement a [’ordre n en +00, posons u = —, lorsque x tend vers +00, on a u tend vers 0, alors
x

2 n

u u U U n
flz) = e :1+ﬂ+§+...+ﬁ+u e (u)
1+ ! + = + ...+ ! + = =
= — + =+ ... —e| =
1z 222 nlam  an \xz )’

ot lime (z) = 0.
z—0

5.3 Application des Développements limités

5.3.1 Calculer des limites.

Généralement pour des limites de forme indéterminée, il est toujours possible, avec un chan-

gement de variable, de se ramener & une limite quand x tends vers 0.
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Exemple 5.3.1. Calculer 1imw.
=0z (cos (z) — 1)
On voit que cette limite est une forme indéterminée. On connait le DL de sin (z) et cos (z) en 0

3
sin(z) —x = — 4+ 2%, (r), DLy(0),

3!
3
z(cos(z) —1) = ot w’ey (), DL3(0),
en remplcant on a
sin (z) —x xg—?+93351 (x) . gte(@)

1
lim = limS5—r—— = limy——— = —.
P (cos (1) = 1) o0 radey(x) w0 tes(n) 3

5.3.2 Position de la courbe par rapport a une tangente
On suppose que f admet un DL, (xo),
f(x)y=ag+ a1 (x —x0) + ... +an(x —x0)" + (x — 20)" € (2),

avec n > 2. Cela implique que f (ou son prolongement si f n’est pas définie en z ), est continue

et dérivable en x(, avec

/

f(xo) =ap et [ (zvo) =
Donc l'équation de la tangente est y = ag + a1 (x — xp). Par conséquent le signe de f(z) —

(ap + a1 (x — xo)) se déduit, au voisinage de x, du signe de
ag (. —20)° + .+ ay (. — 20)" + (. — 20)" e () .
Soit m le plus petit entier tel que a,, # 0 Alors on a

e si m est pair alors le signe de f (z) — (ap + a1 (x — xp)) est localement de méme signe que

a,, et on a

(1) si a ap, > 0 alors f(x) — (ap+ a1 (x —xp)) > 0 localement et donc la courbe est

localement "au-dessus" de sa tangente.

(2) sian, < O0alors f(z)—(ag+ a1 (x — zp)) < 0 localement et donc la courbe est localement
"en-dessous" de sa tangente.

e si m est impair alors la courbe traverse la tangente en (xq, f (xg)), c’est une tangente d’in-

flexion.

Exemple 5.3.2. Soit f (x) =sin(z), on a DL de f en 0 est donné par la formule
3

sin (z) = z — % + a3 (z), DLs(0),

Donc la tangente en 0 est y = = et le graphe de [ traverse la tangente, car m = 3 est impair.

Exemple 5.3.3. Soit f (z) = 1 * ,on ale DL de f en 0 pat la formule
—x

f(z) = :E.l_x:x(1+x+x2)+x35(a:)
= z+2°+ 2% (z), DLs3(0),

Donc la tangente en 0 est y = x, comme m = 2 est pair et a,, = as = 1 > 0, alors le graphe de f

est en dessous de la tangente.
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5.3.3 Position de la courbe par rapport & une asymptote

On suppose que f admet une asymptote d’équation y = ag + a;x.

Pour trouver ag et a; on sait qu’on doit calculer les limites :

lim /(@) et a;= lim (f(x)—aox)

r—4+oco Tr—+00

ag =

Pour trouver ag et a; en utilisant la méthode des DL, on calcule le DL & l'ordre 1 en 0 de la
fonction y f (i)
Siyf (i) = ap + a1y + ye (y) en 0, alors

f(2) 1 (1

=ag+ ar+ —¢ —) au voisinage de + oc.

T i

Pour connaitre la position de la courbe par rapport a ’asymptote, on doit calculer un DL d’ordre
supérieur de y f G) en 0. Si

1 n n
yf (;) =ao+ary+ ... +a,y" +y"e(x) en 0.

Alors

a ay, 1 1
f@) = (a0 +aw) = =+ ..+ — + nl»s(—) en + oo.
x x x x
Soit m le plus petit entier tel que a,, # 0. Alors

e si a, > 0 alors f(z) — (ag + a;x) > 0, donc la courbe est "au-dessus" de asymptote au

voisinage de +o0.

e siaa, <O0alors f(z) — (ag+az) < 0, la courbe est "en-dessous" de I'asymptote au

voisinage de +o0.
Exemple 5.3.4. Soit f :]0,+o0o[ — R une fonction définie par
f(x)= zes .

Le développement a l'ordre n en 400 est donné par la formule suivante
1 1 1 1

— H=—+.+——+—+—c (-],

flz)=(e+1) 2l L (n+ 1)lzn * n ($)

ol hH(l)& () =0, doncy = x + 1 est asymptote a la courbe (C;), comme m =2 et ay = % > 0,
Tr—r

alors la courbe (Cy) est "au-dessus" de l’asymptote au voisinage de 4o0.

5.4 Exercices

5.4.1 Enoncés

Exercice 28. Déterminer le développement limité en 0 & lordre 3 des fonctions suivantes
ef—1—=x e’
1) fi(z) =v1+uz, 2) folz) = ———, 3) [3(x) =

x+et’
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Exercice 29. Déterminer les développements limités des fonctions suivantes

sin ()

1) fi(z) = (cos(z) — 1) (sh(z) —x), DL5(0) 2) fo(x)=In < " ) , DLy (0)
3) f3(x) = & DL, (0) 4) f4(x) :x\/l—i-i, DLy (+00)

x2—2rxr+1’
Exercice 30.

(1) Calculer le développement limité a l'ordre 2 en xo = 2 de
f(z)=Inx et gx)=2>—2* -2 -2

(2) En déduire
. Inz —1In2
lim .
e—273 — 22 —x — 2

Exercice 31.
(1) Déterminer le développement limité & l'ordre 4, au voisinage g de f (x) = esin(®@),

(2) Donner un équivalent de f (x) —e en T

2
(3) En déduire

Exercice 32. (1) Calculer le développement limité a l'ordre 3, au voisinage de 0 de la fonction

f(z)=+14+In(x+1).

(2) En déduire

) 1 .
iﬁ%m [f () —ez + 1 — cos (x)} .
In (ch
Exercice 33. Soit [ la fonction définie sur R* par : f(x) = %
sh (x

(1) Déterminer le développement limité de f, au voisinage de 0, a l'ordre 3.

(2) Montrer que f est prolongeable par continuité en O et que ce prolongement est dérivable en

0, donner la valeur de f (0).

5.4.2 Correction des exercices
Solution 28.

1) Ona fi(z)=vV1+z=(v+ 1)% de la forme (z + 1)%, avec v = 3, donc

-1 -1 -2
filx) = \/1+m:1+ax+a(a2| )$2+a(a 3)'(a )933—1—;E35(93)
1 1 3
= 1+§x—§x2+§x3+x3e(az).
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2) Ona
L R
e —1—z = 1+F+§+§+E+a—l—x5e(x)—l—x
o2t 2 ot a2
S atyta el
alors
er —1—x 1z 22 a3 3
f2(l’) = ng—i—g‘i‘z"—a—i—x&(l‘)
+x+m2+ i + 2°¢ ()
= —4+=-+—+—+2zxc(z).
2 6 25 120
3) On a
2 23
et = 1+F+§+§+1’36($)
2 3
= 1+x+%+%+x36(x)
Alors , s
folo) = er :1+x+%+%+x3s(x)
et 1420+ 5+ 2 +ad(z)
DL d’un quotient
2 .3 2 8
Lta+ o+ 1+20+ 5+ &
a:g 23 7
—(1+224+—=+—) | 1—a2+22%— -2*
6 2
—x
2
| —p — 22 -
(3: : 2)
3
x
202 + —
e+ 5
— (227 + 4a?)
—;$3.
Donc
fa(r)=1—2+22> — —2° + 2% (2).
4) On a
fi(z) = ln(2+x):1n<2<1+g>>:ln(2)+ln(1—l—g>
= ln(2)+ln(1+u),cwecu:;
Comme
2 3
In(1+u) = u—%—i—%%—u%(u)
r z2 28
- §—§ ﬂ—f—x‘?é(l’).
Donc X
r 2
f4(:z):1n(2)+§—§ +ﬂ+x3e(x).

78



Chapitre 5 Développement limité

5) On
N L ot
e +x = ~|—ﬂ+§+§~l—x€(w)+x
2 3
= 1+2x—|—x—+x——|—$35(:p).
2 6
Donce
e
f5(x) = ln(w—l—ex):ln(1+2x—|—5+€+x35(1’))
r? 28
= In(1+u), avecu:Q:c—l-?—i—E—l—ng(:c)
Comme
u?
ln(l—ku):u—?—i—g—ku?’s(u)

Alors u? = 42° + 223 + 23¢ (2) et u® = 82 + x3¢ (x), donc
2 3 1 1
fs(x) = (235 + % + %) ~3 (42% + 22%) + 3 (82°) + 2°¢ ()

3 3
= 2z — §x2 + §m3 + 2% (7).

Solution 29.

(1) Par le développement limité de cosx et sh(x) a l'ordre 5 au voisinage de 0, on obtient

(cos (z) — 1) (sh (z) — z) = (1—2—?+Z—?—1) (x+§—j+§—?—x)+x55(x)

z? ot (2 b 5
= <—§+E> <§+a)+$€($)

= 7’ 1—1—1;2 1—1—362 + 2% ()
- 2 24/ \6 120

5

= %4—:555(:6).

d’ou
5

fi(x) = T + 2% (2) .

(2) Par le développement limité de sinz a l'ordre 3 au voisinage de 0, on obtient

fo(z) = In (Smx—(x)) =In (1 - ‘é—? + % (x))

02
= ln(1+u):u—5+u2€(u),

5(12

avec U = —; + 2%¢ (z), ce qui donne
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(3) La décomposition de fy donne

2?2+ 1 1+ 22
fa (@) = 22— 2r+1 1—2x+ a2
DL d’un quotient
1+ 22 1 —2x + 22
— (1 -2z + 2?) 1+ 2z + 42” 4 62° + 82
2x
— (22 — 42® + 223)
4x% — 223
— (42 — 823 + 4a*)
62> — 42*
— (623 — 122%)
8t

d’ou
f3(2) = 1+ 2z + 42% + 62° + 82" + 2'¢ (7).

4) Par le développement limité de \/1+ x a lordre 3 au voisinage de 0, on obtient

1 1 3
\/l—l—x:1+§m—§m2+§x3+x35(x),

/ 1
alors, le développement limité de y/1 4+ — en +o0,
x

1+ ! 1+ ! L + 3 + L L
J— - - —c —
x 2¢ 8z  8x3 3 \x)’

PYYSY NE NE S SO I B
= x_x 2 8r 8x2 :c2€ x )

(1) En posant t = x — 2, l'expression en t de f (x) devient

donc

Solution 30.

t
go(t)zln2+ln(1+§>.

Son développement limité a ordre 2 au voisinage de O est donné par

tot?
et)=In2+-—- +tc(t).
2 8
En développant la derniere expression et en posantt = x — 2, on obtient

f(t):1n2+($;2) — (9:2) +(z -2 (z—2).

Par la formule de Taylor pour g a l’ordre 2, on a
g(@)=T(x—-2)+5@x -2+ —-2°"(z—-2).
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2) Par le développement limité de f et g a lordre 3, on a
( pp Y

1 (z—2)
Inz —1In2 9 3 —l—(x—2)3e(a:—2)
-2 —r—-2 T4+5(x—-2)+@—-2)7"c(x—-2)
d’ot
. Inz —1In2 1
lim = —.
=203 — 2 —x —2 14
Solution 31.

(1) Apres le changement de variable, t = x — E, on est conduit a calculer le développement
limité par rapport o t au voisinage de 0 la fonction 1 (t) = e
la fonction cos (t) au point t =0 a Uordre 4, on a

2t
¢(t):exp(1—i+a+t€(t)>.
2

ot
Alors, en posant u = —g + 1 +tte (t), on obtient

cos(

Y. Par le développement de

w(t):e<1+u+z—?+u2€(u)).

Par rapport a t, le développement devient

2
w(t):e(l—%+%t4> +tte (t).

T
Le développement limité de [ au voisinage de — est

o5 (-9 53 (-3 e(e- D)

2 2) “\"" 32
(2) Par le développement limité de f au voisinage de E, on a l’équivalence au voisinage de —,
f(x)—e e
m T
2
(3) Par (2), la limite cherchée est
lim—f (z) - 62 = E,
z—0 ( 7T> 2
x [ —
2
Solution 32.

(1) Le développement limité de In (1 4 ) nous donne au voisinage de 0

x? a3
fla)=v1+n@+1) =1+ "+ >+ (@) =Vitu,
2 axd
avecu:m—?%—g—i—x?’s(x), par le développement limité de /14w a l"ordre 3, on a

v v U

1 - _ - 3

@) = 145 -5 4T e (u)
3 17
= 1+g—§x2+ﬁx3+x3e(:ﬁ).
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(2) Par le développement limité de e et cosx a l'ordre 3 au voisinage de 0, on a

o r 3 x3
1— S R
cos () — e2 2+8a: B

d’ou
f(x)—e? 4+1—cos(z) = —2°+ 23 (z).

Par le développant limité de sinx & ['ordre 1, on a

f(x)—eg—f—l—cos(x)_h %x?’—i—m?’s(x)_l' Lte(x) 37

li = = s =
0 sin® (z) e—0 23 + 3¢ (2) 2—=0 1+ ¢ (x) 112

Solution 33.

(1) Par le développement limité de ch (x) a lordre 4 au voisinage de 0, on a

2 at u?
In(ch(z)) =In (14—5 +ﬂ—|—$4€<1’)> =In(l4+u)=u— Y + u’e (u),
2 ot
avec u = 5 + o1 + 2te (), par rapport a u, le développement devient
u? 2 2t
In (ch =u— — 2 = — - — 4 .
n(ch(x)) =u 2~|—u5(u) 5 12~|—a:5(:v)

Par le développement limité de sh (x) au voisinage de 0 a l'ordre 4, on a

X 1'3
flz)=2— e (@)
1+ %2 + x3¢ ()
72
En posant u = g—i-x% (x), le développement limités de i au voisinage de 0 et a l'ordre
u
2, donne
3
xr x
f(ZL‘) = 5 - E-’-ZE?’E((L')

(2) Par le développement limité de [ au voisinage de 0, on a

3

. T E _ f_ 3 _
31:153(1)]”(91:)—31512[(1)2 6+x5(x) 0.
la fonction ]7 définie sur R par
In(ch(z)) |
~ ——— six #£0,
fx) = sh (z)
0, st x =0,

prolonge la fonction f par continuité, la définition de la limite au point xqg = 0, nous donne

limw = limM = lim

x—0 T z—0 I x—0

T x3
5—?4—1‘38(%) 1
x 2’

donc f est dérivable au point xo = 0.
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6  Algébre linéaire

6.1 Lois de composition interne

Définition 6.1.1. Soit G un ensemble. Une loi de composition interne sur G est une application

GxG G
de G x G dans G. Si on la note % - on parle de la loi x et on dit que a x b est le
(a,b) — axb

composé de a et b pour la loi *.

Exemple 6.1.1.
X7 — 7 Lx 7 — 1

Sur G = 7, l'addition définie par , la multiplication et la
e P (@,b) — axb
. X7 — 7 , iy .
soustraction sont des lois de compositions internes.
(a,b) — a—0>
R? x R? — R?
Sur G = R?, laddition est une loi

(z1,91), (w2,2)) — (z1,91) + (22,92) = (21 + 22,1 + 12)
nterne.

Exemple 6.1.2. Dans R* on définit la loi § par :
rdy = x +y+ In|zy|,

Alors la loi § est interne sur R*, en effet, soit x,y € R*, montrons que xdy € R*, comme

(xdy=0) & (z+y+In|zy=0)
& (nfzyl = —(z+y))
& (|lvy| = =)
= (x#0ety+#0)

d’ot xoy € R* est une loi interne.

Définition 6.1.2. Soit x une loi interne sur un ensemble G. On dit que

1) La loi x est commutative si

Ve,y e G, xxy=1yx*x.

2) La loi x est dite associative si :

Ve,y,2 € G, (xxy)xz=yx*(r*2).
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3) La loi x admet sur G un élément neutre, noté e, si
JdJee G, VrxelG, zxrxe=exx=u.
Si, on outre, la loi * est commutative, il suffit de montrer que :
VeeG, :xxe=ux.
Exemple 6.1.3. Dans R— {%} on définit loi interne * par :
rxy=1x+y— 2zy.

La loi % est interne sur R— {%}, en effet, soit x,y € R— {%}, montrons que v xy € R— {%},

comme

1
x*y:§ & r+y-—2zy =

& L L 0
_— = x—— =
) 2

N 1

=—oux=
=3

dou xxy € R— {%} et alors x est une loi interne. Soit x,y, z € R— {%}, on a
rxy=x+y—22y=y+r—2yr=x%xy

donc la loi x est commutalive.

(mry)xz = (x+y—2ay)*xz=(x+y—2ay)+2—-2(x+y—2zy)2
= r+4+y+z—2zxy—2xz —2yz + 4dryz
= v+ (y+2—2yz) — 2z (y+ 2z — 2yz2)
= x4+ (yxz)—2x(yxz)=xx(yx2z2),

donc la lot x est associative. Soit e € R— {%}, tel que xxe = exx = x, alors
r+e—2ze=e+ax—2er=ac<e(l-2r)=0<e=0
donc a lot * admet comme [’élément neutre élément e = 0.

Définition 6.1.3. Soit * une loi interne sur un ensemble G, possédant un élément neutre e et

soit © € G. On dit que = admet un symétrique x pour la loi *, si
rxr =x xx=e.

Exemple 6.1.4. Dans R— {%} on définit lov interne x par :
rxy=x+y—2xy,
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La loi x admet e =0 commre élément neutre. Soit x € R— {%}, tel que xxx =1 xx =e, alors

T

o =0er(1-22)= 261 = ——
T+ T z ( ) TET =,

done, l’élément symétrique de v est

’ X

= tout v € R L
x_2x—1’ pour toutl x 5 ("

Montrons que @ € R— {%} En effet, soit v,y € R— {%} , montrons que T xy € R— {%}, on a

1
T :§©2x—1:2x@—1:0,

ce qui est absurde, d’ot ¥ € R— {%}

Définition 6.1.4. Soit G un ensemble muni de deux lois de composition internes, notées A et *.

On dit que x est distributive par rapport a A si

Ve,y,z € G, xx(yAz)=(zxy)A(zx*z).

6.1.1 Structure de groupe

Définition 6.1.5. Soit G un ensemble muni d’une loi de composition interne x. On dit que (G, %)

est un groupe st la loi x satisfait aux trois conditions suivantes :

(1) * est associative.
(2) * admet un élément neutre.

(3) Chaque élément de G admet un symétrique pour * .

Si de plus, la loi est commutative, on dit que le groupe est commutatif ou abélien (du nom du

mathématicien Abel).

Exemple 6.1.5.

(1) (Z,+) est un groupe commutatif.
(2) (R, x) n'est pas un groupe car 0 n’admet pas d’élément symétrique.

(3) (R*, x) est un groupe commutatif.

Définition 6.1.6. Soit (G, *) un groupe. Une partie H C G (non vide) est un sous groupe de G

si, la restriction de Uopération x a H lui confére la structure de groupe.

Proposition 6.1.1. Soit H une partie non vide du groupe G. Alors, H est un sous groupe de G

st, et seulement si,

(1) pour tout v,y € H, on a xxy € H,

(17) pour tout x € H, on a © € H, avec x'le symétrique de x.
Exemple 6.1.6. (]Ri, ><) est un sous-groupe de (R*, x). En effet :

i) Six,y € RY, alors x x y € RY,
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1
L= = élément symétrique de x et 71 = — € R%.
T T

it) Six € R, alors x~
Exemple 6.1.7. On pose 27 ={2z : z € L}, (2Z,+) est sous-groupe de Z. En effet :

i) Six,y € 27, il existe x1 € Z tel que x = 2xy et y = 2yy, alors
x+y:2x1+2y1 :2(x1+y1) S ZZ,
i1) Six € 27, il existe v € Z tel que x = 2x; alors

—T = —21'1 =2 (—33'1> € 27.

6.1.2 Structure d’anneau

Définition 6.1.7. Soit A un ensemble muni de deux lois de compositions internes que mous

noterons A et x. On dit que (A, A, %) est un anneau si les conditions suivantes sont remplies :

1) (A, A) est un groupe commutatif.
2) La loi x est associative.

3) La loi x est distributive par rapport a la loi A.

Si de plus la loi * est commutative, on dit que l'anneau (A, A, *) est commutatif.

Si la loi x admet un élément neutre, on dit que Uanneau (A, A, x) est unitaire.
Exemple 6.1.8. (Z,+,.) est un anneau commutatif et unitaire.

Définition 6.1.8. Si (A, A, %) est un anneau et B est une partie de A, on dit que B est un sous-
anneau de A si, muni des lois induites par A, est lui-méme un anneau, est-a-dire (B, A, *) est un

anneau

Dans ce qui suit, A désignera ’anneau (A, +,.) avec 0 I'élément neutre de + et s’il est unitaire,

1 serait son unité.

Proposition 6.1.2 (caractérisation des sous-anneaux). Une partie B de l'anneau A est un sous-

anneau de A si et seulement si :

i) pour tous a,b€ B, a—be B
i1) pour tous a,b € B, a X B € B.

Exemple 6.1.9. L’ensemble 27 = {2z : z € Z} est un sous-anneau de l'anneav (Z,+,.). En effet,

soit x,y € 27, il existe n,m € 7, tels que x = 2n et y = 2m, et on a

r—y=2(n—m)e22 et  xy=22nm) € 2Z.

6.1.3 Structure d’un corps

Définition 6.1.9. Soit K un ensemble muni de deux lois de compositions internes toujours notées

A et x. On dit que (K, A, %) est un corps si les conditions suivantes sont remplies :

1) (K, A, x) est un anneau.
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2) (K—{e},A) est un groupe, ou e est l’élément neutre de *.

Si de plus A est commutative, On dit que (K, x, A) est un corps commutatif.
Exemple 6.1.10. (R, +,.) est un corps commutatif.

Définition 6.1.10. Si K est un corps et H une partie non vide de K alors, H est dit sous-corps

de K si les restrictions des deuz opérations de K conferent a H la structure d’un corps.
Le résultat suivant caractérise tout sous-corps H d’un corps donné :

Proposition 6.1.3. St K est une partie non vide d’un corps K alors, H est sous-corps de K si,

et seulement si,

(1) ac Hetbe H=2a—-be H,
(2) ae Hetbe H-{0} = ab™' € H.

Exemple 6.1.11.

o L’ensemble R des nombres réels est sous-corps du corps (C,+, X).

o L’ensemble Q des rationnels est sous-corps du corps (R, +, X) donc, de (C,+, x).

6.2 Espace vectoriel

6.2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Soit K un corps commutatif (généralement c’est R ou C ) et soit £ un ensemble non vide muni

d’une opération interne notée (+) :
(41):ExE — E
(r,y) = =ty
et d’'une opération externe notée (.) :

():KxE — E
ANy) = Ay

Définition 6.2.1. Un espace vectoriel sur le corps K ou un K- espace vectoriel est un triplet
(E,+,.) tel que :

1) (E,+) est un groupe commutatif.

2) VAeK, Ve, ye E, \.(z+y) =z + Ay

B) VN peK, Ve e E, A+ p).x = x+ py

(4) VA peK, Ve e E, (M) .z =\ (p.x)

(5) Ve € E, lxx ==

Les éléments de [’espace vectoriel sont appelés des vecteurs et ceuxr de K des scalaires.

Exemple 6.2.1.
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e (R +,.) est un R- espace vectoriel,
o (C,+,.) est un C- espace vectoriel,
3) (C,+,.) est un R- espace vectoriel,

e Si on considére R™ muni des deux opérations suivante

(+) :R" x R” = R
((5131>$27--~7513n)7(?/17927---73/71)) — ($1+yly$2+y2>
():RxR"  — R"

()\7 (?/17927---7%)) — ()\y17>\y27"'7)‘yn)

on peut facilement montrer que (R™, +,.) est un R- espace vectoriel.

ey T+ Yn)

Proposition 6.2.1. Si E est K- espace vectoriel, alors on a les propriétés suivantes :

(1) Ve € E, Og.x = 0g

(2) Ve e B, (—1g) .x = —x

(3) VA €K, \0p = O

(4) VAeK, Ve,ye E, \.(x —y) = Az — Ay

B) VAeK, Ve e E, Ao =0 < A =0k ouzxz =0g.

Définition 6.2.2. Soit (E,+,.) un K- espace vectoriel et soit F' un sous

ensemble non vide de

E. On dit que F est sous espace vectoriel si (F,+,.) est aussi un K-espace vectoriel.

Remarque.

1) Lorsque (F,+,.) est K-sous espace vectoriel de (E,+,.), alors Op € F.

2) SiOg ¢ F. alors (F,+,.) ne peut pas étre un K- sous espace vectoriel de (E,+,.).

Théoréme 6.2.1. Soit (E,+,.) un K- espace vectoriel et F C E, F non vide on a les équivalences

suivantes :

(1) F est un sous espace vectoriel de E.

(2) F est stable par l'addition et par la multiplication c’est a dire :
VaeK, Vex,yeF, AxeFetx+yck
B) VN ueK, Ve,ye F, \a +py € F, dot :

F#0,

F' est sous espace vectoriel < {

YA\ uneKVe,ye F, e+ py € F.

Exemple 6.2.2. On pose F' = {(x,y) € R? : x —y =0} C R?, alors F est un sous espace vecto-

riel, en effet,
e Og2 = (0,0) € F, car 0 —0=0.
° V)\,/LER,V($,y),($/,y/) eF alorst—y=0etz —y =0, donc

>\($—y>+ﬂ<l’/—y/) = ()\a:—i-,ux/) — ()\y—i-uy/) =0,

c’est-a-dire X (xz,y) + p (m/, y/) € F, d’ou I est sous espace vectoriel de R2.
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Proposition 6.2.2. L’intersection d’une famille non vide de sous espace vectoriel est un sous

espace vectoriel.
Remarque. La réunion de deux sous espace vectoriel n’est pas forcément un sous espace vectoriel.

Exemple 6.2.3. Soient [} = {(z,y) € R? : 2 =0} et F» = {(z,y) € R: y = 0} deuz sous espaces

vectoriels dans R?, Fy U Fy n’est un sous espace vectoriel, car

Ulz(l,O)GFl, U2:<O,1)€Fg, etul—l—u2:(1,1)§éF1UF2

6.2.2 Somme de deux sous espaces vectoriels

Définition 6.2.3. Soit E1, Es deux sous espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E, on appelle

somme des deux espaces sous vectoriels, Fy et Ey, que l'on, note Fy + Ey [’ensemble suivant :
Ey+Ey={x € E: 3z, € £y, 3xs € Ey tel que x = 1 + 22} .

Exemple 6.2.4. Soient By = {(z,y) € R? : 2 =0} et Ey = {(z,y) € R:y =0} des sous espaces
vectoriels dans R?, si (x,y) € R?, alors
(z,y) = (0,y) + (x,0),
~——

~——
€ cky

donc (x,y) € Ey + Es, d’ou E; + Ey = R2.

Proposition 6.2.3. La somme de deuzx sous espaces vectoriels Ey et Ey (d’un méme K -espace

vectoriel) est un sous espace vectoriel de E contenant Ey U Es, i.e.,

E, ULy C Ey + Es.

6.2.3 Somme directe de deux sous espaces vectoriels

Définition 6.2.4. Soit E|, Ey deux sous espaces vectoriels d’un méme K-espace vectoriel E. On
dira que la somme Ey + Fy de deux sous espaces vectoriels, est directe si Ey N Ey = {0}. On écrit
B, @ Es.

Proposition 6.2.4. Soit E1, Es deux sous espaces vectoriels d’un méme K-espace vectoriel E. La
somme Ey+ Fy est directe si Vo € Ey+ Ey, il existe un unique vecteur r1 € Ey, un unique vecteur
To € Fy, tel que x = 11 + xo.

Exemple 6.2.5. Soient I} = {(z,y,2) e R?: 2 =0} et Fy = {(z,y,2) ER:y =2z =0} des sous
espaces vectoriels dans R3.

o Soit (z,y,2) € R, alors
(I7 y7 Z) = (07 y7 z) + (:[:7 O’ O)?
——

——
S €ry

donc (z,y,2) € Fy + Fy, d’ou Fy + F, = R2.

o Soit (z,y,2) € Fi N Fy, alors (x,y,z) € Fy et (x,y,z) € Fy, ¢ca signifie que x = 0 et
y=2z=0, alors (z,y,z) = Ogs, c¢’est-a-dire Fy N Fy = {0} .

Enfin, nous concluons que R? = [y, @ F.
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6.2.4 Familles génératrices, familles libres et bases

Dans la suite, on désignera ’espace vectoriel (E,+,.) par E.

Définition 6.2.5. Soit E un espace vectoriel et eq, es, ..., e, des éléments de F,

1) On dit que {eq, ea, ..., e, } sont libres ou linéairement independents, si pour tout oy, ag, ..., a, €
K:

are1 +ases + ...+ ape, =0 = a1 =as = ... = o, = Ok.
Dans le cas contraire, on dit qu’ils sont liés.

2) On dit que {e1,eq,...,e,} est une famille génératrice de E, ou que E est engendré par

{e1,€e9,...,e,} si
Ve e E, day,qs,....,a, €K, x=aje;+ ases + ... + aye,.

3) Si{ey,eq,...,en} est une famille libre et génératrice de E, alors {e1,eq,...,e,} est appelée
une base de E.

Exemple 6.2.6. Sur R?, on pose u; = (1,0), us = (1,—1), alors {uy,us} est une base de R?. En
effet,

i) {uy,us} est libre. ¥ aq, a9 € R,

(qug + aous =0) = 1 (1,0) + a2 (1,—1) = (0,0)
= (061 + Qua, —062) = (0,0)

= o] =ay=0.
i1) {uy,us} est génératrice. ¥V (z,y) € R,
(x,y) = cqug + aug = (g + g, —an) > s =—yER etag =x+y €R,
donc il existe aq, a9 € R.
Remarque. Dans un espace vectoriel E, tout vecteur non nul est libre.

Exemple 6.2.7. Dans l’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a 2 a coefficients réels
et a une indéterminée x :

Ry [2] = {P (z) = a+bx+cz®: a,b,c € R}

alors, {p1 () = 1,ps () = 2, p3 (x) = 22} est une famille base. En effet,

i) Soit o, B8,y € R, alors
Vo € R:ap (z)+ Bpe (z) +vps3 () =0 < Vo € R: a+ Bz +y2* = 0.

ce qui donne a = 3=~ =0, donc {1,z,2?} est une famille libre.

90



Chapitre 6 Algébre linéaire

i1) Soit P € Ry [x], alors il existe a,b,c € R, tel que
Vz €R: P(z) =a+br+cx? = apy (z) + bpy (z) + cps (z),
c’est-a-dire
P = ap; + bpy + cps,
donc {1,x, 2%} est génératrice.

Proposition 6.2.5. Si {ey,eq,...,e,} et {ur,us,...,uy} sont deuzr bases de ’espace vectoriel E,
alors n. = m.

Remarque. Si un espace vectoriel E admet une base alors toutes les bases de E ont le méme

nombre d’éléments (ou méme cardinal), ce nombre ld ne dépend pas de la base mais il dépend
seulement de ’espace E.

Définition 6.2.6. Soit £ un K- espace vectoriel de base B = {ey, e, ...,e,}, on appelle la dimen-

sion de E, noté dim (E) le nombre défini par dim (E) = Card (B), ot Card (B) est le cardinal de
B.

Exemple 6.2.8. On pose e; = (1,0,0), es = (0,1,0),e3 = (0,0,1), alors {e1,e2,e3} est une base
de R3, donc

dim (R®) = Card ({e1, €2, e3}) = 3.

Exemple 6.2.9. Dans Ry [z], la famille {1,x,2?} est une base de Ry [z], donc
dim R, [z] = Card {1,z,2°} = 3.

Théoréme 6.2.2. Soit E un espace vectoriel de dimension n, alors

1) Si{ey,eq,...,e,} est base de E < {ey, e, ...,e,} est génératrice < {ey, ey, ...,e,} est libre.

2) Si{ey, e, ...,e,} sont p vecteurs dans E, avec p > n, alors {e1, e, ..., e,} ne peut étre libre,
de plus si {e1, e, ...,e,} est génératrice, alors il existe n vecteurs parmis {e, e, ..., €y} qui
forment une base E.

3) Si{e1,eq,...,e,} sont p vecteur dans E, avec p < n , alors {e1,es,...,e,} ne peut étre gé-
nératrice de plus si {eq,es,....,e,} est libre, alors il existe (n — p) vecteur {epi1, €pya, ..., €4}

dans E tels que {e1,€q, ..., €p11,..,€,} €st une base pour E.

4) Si F est un sous espace vectoriel de E alors dim F' < n, et de plus dim FF =n & F = E.

6.3 Application linéaire

6.3.1 Définition

Définition 6.3.1. Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Une application f de E dans F' est
une application linéaire si elle satisfait auxr deuxr conditions suivantes :

Vo,ye E, f(r+y)=[f(2)+f(y),

Vee B, VYAeK, f(Azx)=A\f(z),
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ou d’une maniéere équivalente :
Ve,ye E, VAeK, fQAxz+y)=Af(z)+f(y).

Remarque. L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté L(E, F).
Exemple 6.3.1. L’application f définie par

f:R?’ — R?
(z,y,2) — f(r,y,2) = 2x+y,y—2)

est une application linéaire. En effet, soient (x,y, z), (:U/,y/, z/) ER3 et NER, on a

f[(ﬂf,y,Z)Jr(x’,y',Z'ﬂ = <x+9: vty z—l—z)

f
@(e+a) + (v+) (v +0) = (2+2))
— (2x+2x +y+y.y+y —z—z)
<2x—|—y <2x'+y'> +( ))
= 2v+4y,y—2)+ (2:1: +y,y —z)
= fley)+f(dy.7)
et
fIMN@,y,2)] = fAz, Ay, Az) = (2Az + Ay, Ay — Az) = (A (22 +9) , A (y — 2))
= AN2r+vy,y—2)
= AN (z,y,2).
Remarque. Toutes les applications ne sont pas des applications linéaires

Définition 6.3.2. Soient E et F' deuz K-espaces vectoriels, et soit f € L(E,F). On dit que

1) f est un isomorphisme de E dans F, si f est bijective.
2) f est un endomorphisme, si (E,+,.) = (F,+,.).

3) f est un automorphisme, si f est un isomorphisme et un endomorphisme.
Exemple 6.3.2. L’application f définie par

f:R =R
x = f(r)= -2z

est un automorphisme. En effet, soit x,y,\ € R, on a
FQz+y) =20z +y) = A(=22)+ (=2y) = A (=) + f (y),

et application f est bijective, ot
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Notation. L’application nulle, notée Opp ) est donnée par :
f:E—=F x— f(z)=0p.
L’ application identité, notée idg est donnée par :
idp: E— E, x—idg(z)=ux.

Proposition 6.3.1. Soit f une application linéaire de E dans F', on a

1) f(0p) = Or,
Q) Ve e E: f(—x)=—f(x).

Démonstration. Soit x € E, on a

6.3.2 Noyau, image et rang d’une application linéaire
Définition 6.3.3. Soit f une application linéaire de E dans F'.
(1) L’ensemble f (E) s’appelle l’image de U'application linéaire f et est noté Imf, c’est-a-dire

Imf={f(x): 2z € E}.

(2) L’ensemble =1 ({0}) s’appelle le noyau de application linéaire f el est noté Kerf, c’esl-
a-dire

Kerf={x€E: f(x)=0p}.
Exemple 6.3.3. Soit f : R2— R une application linéaire définie par
(z,y) = f(z,y) =z —y.
Le noyau de Uapplication linéaire f,

Kerf = {(x,y)€R2:$—y:O}
= {(z,y) eR*:z =y}
= {z(1,1): 2 € R}.

donc le Kerf est un sous espace vectoriel engendré par e = (1,1) donc il est de dimension 1, et
sa base est {e}.

Ltmage de Uapplication linéaire f,

Imf = {f(z,9): (z,y) € R*}
= {z—y:(z,y) eR’} =R

Proposition 6.3.2. Soit f une application linéaire de E dans F', alors
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1) Imf est un sous espace vectoriel de F'.

2) Kerf est un sous espace vectoriel de E.

Définition 6.3.4. Soit f une application linéaire de E dans F', st dimImf = n < +oo, alors n

est appelé le rang de f et on le note g (f).

Proposition 6.3.3. Soit f une application linéaire de E dans F'. On a les équivalences suivantes :

(1) f est surjective < Imf = F.
(17) f est injective < Kerf = {0g}.

Exemple 6.3.4. Soit f : R?>— R? une application linéaire définie par

(z,y) = f(z,y) = (y, 7).

Imf = {f(z,y):(z,y) eR*} = {(y,2) : (x,y) € R*}
= {y(l,O)—i—x(O,l):(x,y)eRz},

—~

et
Kerf = {(z,y) € R®: (y,2) = Oz } = {(0,0)}
alors Imf = R? et Kerf = {Og2}, donc f est bijective.

6.3.3 Application Linéaire sur des espace de dimension finies.

Proposition 6.3.4. Soit E et F deux K espace vectoriels et f et g deux applications linéaires de

E dans F. Si E est de dimension finie n et {ey,ea,...,e,} une base de E, alors
Ve {1,2,..,n}: f(ex) =g(ex) &V e E: f(x)=g(x).

Démonstration. L'implication (<) est evidente.

Pour (=) on a E est engendré par {ey, e, ..., e, }, donc
Ve e E, 3\, Ag, oo, Ay EK i = Aeg + daes + ...+ Nyep,
comme f et g sont linéaires, alors
fx)=f(Mer+ Aaea + oo+ Anen) = A f (€1) + Ao f (€2) + ... + Anf (€n)

g(x) = g(Mer+ daea + ... + Apen) = Mg (er) + Aag (e2) + ... + Mg (en)

donc si on suppose que Vk € {1,2,..,n} : f (ex) = g (ex) donc on déduit que

Vee E: f(z)=g(z).
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Exemple 6.3.5. Soit f une application de R? dans R telle que
f(l,O) =—1let f(ou]-) :47
alors V (z,y) € R?, on a

f(xmy) - f[x(l,O)—l—y(O,l)] :xf(170)+yf (071)
= —r+4y

Proposition 6.3.5. Soit f une application linéaire de E dans F' avec dimension de E est finie,

on a .

dim F = dim ker (f) + dim Im (f) .

Exemple 6.3.6. Soit f une application linéaire de R? dans R définie par

on a

ker (f) = {(z,y) €R*: f(z,y) =0} = {(2,y) e R* : z = 5y}
= {y(,1):y e Ry,

alors dimker(f) = 1, comme dimR? = 1, donc
dim Im (f) = dimR? — dim ker (f) = 1.

Proposition 6.3.6. Soit f une application linéaire de E dans F' avec dim E =dim F'=n. On a

alors les équivalences suivantes :

f est isomorphisme < f est surjective < dimIm(f) = dimF
& f est injective < Im(f) =F
& dimker(f) =0 << ker(f)={0}

Remarque. De cette proposition, on déduit que st f est un isomorphisme de E dans F' avec
dim E finie alors nécessairement dim E' = dim F' en d’autres termes st dim E # dim F' alors f ne

peut étre un isomorphisme.
Exemple 6.3.7. Soit f: R?> — R? définie par

fly) = Qe -y ),
on a

(z,y) € R?: f(z,y) =0}
(z,y) ER*: 22 —y =2 =0}

Il
e

comme dimR? = 2 et ker(f) = {Og2}, alors f est un isomorphisme.
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6.4 Exercices

6.4.1 Enoncés

Exercice 34. On définit sur G =|—1,1[ la loi interne x comme suit :

r+y

V(z,y) e GXG:axxy= .

Montrons que (G, *) est un groupe commutatif.

Exercice 35. On considére
Z [\/5} = {a—l—b\ﬁ:a,bEZ}.
Montrer que (Z [\/5} ,+, ><) est un anneau.
Exercice 36. Soit D [’ensemble des nombres décimauc,
D={_ neZetkeN

(1) Démontrer que (D, +, X) est un anneau

(2) Quels sont ses éléments inversibles ?

Exercice 37. Soit d € N que Vd ¢ Q. On note

Q[\/c_l} z{a—irb\/aza,bEQ}

Démontrer que <@ [\/E} ,+, ><> est un corps.

Exercice 38. On définit sur R? les deuz lois ®, @ comme suit :
V(z,y), (x/,y,> cR?: (2,9) @ (:E’,y'> = (:B—I—$l,y+y,> .
Y (z,y), (a:l,y/> ER?: (1,9) ® <:1:l,y/> = <x.wl,y.y/) )
Est ce que (R?, &, ®) est un corps commutatif

Exercice 39. On considére dans R3, le sous ensemble E défini par :
E={(z,y,2) eER*:x+y+2=0}

(1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3.
(2) Donner une base de E.
Exercice 40. Soit E = {(z,y,2) ER®: 2 +y — 22 =22 —y — 2 = 0} un sous-ensembles de R>.

(1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3.
(2) Déterminer une famille génératrice de E et en extraine une base.

(3) Soit F ={(x,y,2) ER3: x+y— 2z =0} un sous-espace vectoriel de R>.
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(1) Déterminer une famille génératrice de F.

(ii) A-t-on E® F = R3.
Exercice 41. Soit f : R* — R? définie par :
fz,y,2)=(x+y+z2v+y—2), pourtout (x,y,2) € R?
(1) Montrer que f est linéaire.
(2) Déterminer ker(f).

Exercice 42. On considére Uapplication f : R?> — R? définie par :

f(z,y) = (v —y, =3z + 3y)

(1) Montrer que [ est une application linéaire.

(2) Donner une base de son noyau et une base de son image.

(3) Déterminer fo f.
Exercice 43. Soit f : R® — R? définie par
flr,y,2)=(2x4+y+z,0—-2y+z,x+y—2z2)

(1) Montrer que f est une application linéaire.
(2) Donner une base de ker (f), en déduire dim (Im (f)).
(3) Donner une base de Im(f).

Exercice 44. Soit f : R* — R* définie pour tout (x,y,2,t) € R* par

f(zy,2,t)=(x—2y,2 —2y,0,0 —y — 2 —1).

(1) Montrer que f est une application linéaire.
(2) Déterminer le noyau et l’image de f.

(3) A-t-on ker (f) ®Im (f) = R™.

6.4.2 Correction des exercices

Solution 34.

La loi x est interne sur |—1,1[. En effet, soit x,y € |—1,1[, montrons que zxy € |—1,1[. On a

|z + 9|
el-1,1 <« <les——<«1
pry€]-11[ & |oxyl Tyl
s ety <|1+ayl e (@+1y)° < (1+ay)
& x2(1—y2)—(1—y2)<0

& (1-2*)(1-9y%) >0.

comme x,y € |—1,1[, alors (1 — 2?) (1 — y?) > 0, d’ov xxy € |—1, 1] et alors x est une loi interne.

La loi * est commutative :pour tout (z,y,z) € G?
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La loi x est associative : pour tout (x,y,2) € G?

+z
x+y) B x+<1y+?>
14+ N +2

y 1+‘r(1y+yz)
c(l+yz)+y+z)  z+y+ztayz
l+yz+z(y+2) 14+yz+ay+zz

et un calcul similaire donne le méme résultal pour (z  y) * z.

x(yez) = x<

La loi x admet un élément neutre, car pour tout v € |—1,1]

Tr+e

1+ ze

o rle=ese=0, car 2* # 1,

(xxe=1x) < =r e r+e=ux(l+wze)

donc e = 0 est I’élément neutre pour la lov *.

Tout élément de G admet un inverse dans G. Soit x € G, alors

’ i + Jfl / ’

<a:*:c:e><:> =0er+r =02 =—ve]-1,1],
14+ z2/

done linverse x est —z, et alors (G, x) est un groupe abélien.

Solution 35.

(1) 1l suffit de prouver que c’est un sous-anneau de (R,+,x). Soit x,y € Z [\/ﬂ, il existe
a,b,c,d € Z, tels que
r=a+bV2 et y=c+dv2
On a

T4y = a+bV/2+c+dV2
= (a+c)+(c+d)\/§ez[x/§],

TXy = <a+b\/§> X <c+d\/§>
= (ac-+4db) + (ad +be) V2 € 2 [V2] |
donc Z [V/2] est stable par la loi (+) et la (x). De plus
—xz—a—b\/ﬁez[ﬁ] et 1€Z[\/§],
donc Z (V2] est un sous-anneau de R.

Solution 36.

(1) CommeD C Q, On va prouver que (D, +, X) est un sous-anneau de (Q, +, X). Soit z,y € D,
il existe n,m € 7 et k,l € 7, tels que

n m
le—ok et yzl_O‘"
Alors
n m n10¢ — m10*
S A T T AT = A
azxy:n m:nXmGD.

—_— X —_— —_—
10k~ 10¢ 10k+¢
De plus 1o = # €D, donc (D,+, X) est bien un sous-anneau de (Q,+, x).
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(2) Soit x = %k € D inversible, d’inverse y = %. Alors

nm

Topr = = 10k = okHt 5h+e,

l=xxy=
On en déduit que les seuls diviseurs premiers de n sont 2 et b, c’est-a-dire

n = F25%, avec p,q € N.
OPEa

10%

Réciproquement, soit © = el montrons que x est inversible dans Z.. Posons

10% B 10k2a5P
IPHe 10p+4

P54 10*
T XY= S + =1
10k 2r54

Ainsi, les inversibles de (D, +, X) sont les éléments de la forme

y:

De plus

10*

i2p—5q, avec p,q,k € N.

Solution 37.
On va démontrer que Q est sous-corps de (R, +, x). Soient x,y € Q [\/c_l} , alors il existe aq, by, as, by €
Q tels que

x:a1+blx/a et y:a2+b2\/2l.

Alors :

rT—y = a1+b1\/3—((12+b2\/g>

= (CLl — CLQ) + (bl — bQ) \/g
—— N —
€Q €Q

ce qui prouve que x —y € Q [\/E]
Siy # 0, alors

y—l _ l: 1 :a2_62\/a
Y oay+byVd a3 — byd

a9 _b2
- dee[vil,
@—@d+@—@ffe@\F
—_— Y
€Q €Q

donc

rxy !t = L (a1 + b1\/3> (ag — b2\/§>

a3 — bad
= \(alag — dblbg)/—i‘ (CLle - albz)l\/g
<Q <0

CE QUL PTOUVE QUE T X yil cQ [\/E]
Finalement, on a bien prouvé que <@ [\/3} .+, ><> est un sous-corps de (R, +, X).
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Solution 38.

(1) Montrons que (R* @, ®) est un anneau

(i) (R% @) est un groupe abélien.
(a) La loi @ est commutative N (z,y), (a:/, y/) € R?

(z,y) @ (fcy> — <x+a¢',y+y') = (r +a,y +y> = (fﬁy) @ (z,9).
(b) La loi & est associative N (z,y), (x/,y/) , (x//,y”> € R?,

[(fc,y) o (xy)} = (fr y) = (l’ +a,y +y> = (w y)
= (:v+:v'+:r ,y+y’+y”)-
(z,y) @ [(fcy> = (fc y)] = (zy)® (96 +a .,y +y”)
= (x+x'+:c ,y+y'+y")
= [(x,y) & (zvy)] = (93 y)
(¢) Il existe e = (e1, ez) € R? tel que :
(61762) D (l’7y) = (-T,y) D (61762) = (-T,y)

Puisque & est commutative on traite une seul équation :

((xay)®(61762> - (.Z',y)) = (x+€1ay+62) = <$7y>
= TH+eg=xzetyte =y
= 6126220,

donc (0,0) est l’élément neutre de @.
(d) Chagque élément de R? posséde un élément symétrique dans R?, V(z,y) € R?
3(z',y") € R, tel que

(@we(ay) = (ne) & (v+2y+y) =00
& (x,,y/> = —(z,y) € R%.

Ainsi (R?,®) est un groupe commutatif.

(17) La loi ® est associative ¥ (x,y), (1:/, y') , (:U//,y") € R?,
[(x,y) ® (ﬂsyﬂ ® (zv y) — (zv:vyy> ® (96 y) = (mx ,yy/y”)-

(%y)@[(wlay/>®<xﬁ,y”)] = (z,y)® (m,yy) (wm,yyy>

= [wwe(@y)]e ()
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/

(731) La lot ® est distributive par rapport a loi & NV (z,y), (x', yl) , (:v/,y”> € R2, montrons

o (<) 8 o ()]

que

B
s
®
[ —
N
&\
@\
N—
>
N
&\
<
Q
I

oo v)e(sy)] = @ne sy +y)

= (m +ax ,yy + yy") ,

1o ()] & [wne ()] = (e & (o' )
= <xx/ + xx” , yy/ + yy”>
= o[ ()]

donc (R%, @, ®) est un anneau.

(2) Comme e = (0,0) est I’élément neutre de la loi @, montrons que (R?*—{(0,0)},®) est un

groupe commutatif.

(1) La loit ® est commutative, ¥ (z,vy) , (x', y') € R?,
@)@ («y) = (e ) = (doy'y) = (29 @ (@0).
(ii) Il existe e = (e1,e2) € R2—{(0,0)} tel que :
(e1,€2) ® (z,9) = (z,y) ® (1, €2) = (x,y)
Puisque ® est commutative on traite une seule équation :
(,y) ® (1,1) = (z,y) & (z.1,y.1) = (z,y)

donc (1,1) € R*—{(0,0)} est [’élément neutre de R.

(ii7) Chaque élément de R?—{(0,0)} posséde un élément symétrique dans R?*—{(0,0)},
V(z,y) € R2—{(0,0)},3 (2", y') € R?—{(0,0)}, tel que

<(9:,y) ® (my> = (61,62)> = (myy> = (1,1)
=1 g =21 siz#0
=l = ste 0
yy =1 y =5, 51y #0
Les couples (z,0) avec x # 0 et (0,y) avec y # 0 n'ont pas des symétrique, donc

(R*—{(0,0)},®) n’est pas un groupe commutatif. Enfin, (R? &, ®) n’est pas un corps
commutatif.

Solution 39.
(1) On a
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e Ops € F, car 0+0+0=0, donc E # .

e Soientu = (v,y,2) € E etv = (ml,y,,z,) eFE,onadoncx+y+z=0 et x'+y’+z/ = 0.
Soit A\, € R, alors

AuA+ v = X(z,y,2) + (xy2> = | A +px My +py e +pz |,
—_——— e — ———

T Y z

1'" + y// + z// _ )\x + Iugjl + )\y + Iuy/ + )\z + /_LZ,
= (Az+A\y+A2)+ (ul" +py + MZ'>
= A(x+y+z)+u<a:/+yl—l—z'> =0

ce qui montre que \u + uv € K
Finalement E est un sous-espace vectoriel de R3.
(2) On a
E = {(z,y,2) eR?: 2=~ (z+y)}
= {($7y7_x_y) ST,y € R}
= {(z,0,—2)+ (0,y,—y) : x,y € R}

= x(1,0,-1)+y(0,1,-1):z,y € R
——— ———
Ul U

alors {uy,us} est une famille génératrice de E, montrons que {uy, us} est libre. Soit A1, Ao €
R,
)\Ul + )\2’&2 = 0[@3 = ()\1, )\2, —)\1 — )\2) = (0,0,0) = )\1 = )\2 = O,

done {uy,us} est une base de E. Alors la dimension de E est égale a 2, car
dim £ = Card {uy,us} = 2.
Solution 40.
(1) Soit u= (x,y,2) € E, alors
— 92, =0 — 2= =
T+y z N T+y z=0 - =y
2v—y—2=0 3r—32=0 T=2z
& T=yY=z
donc
E={(z,y,2) eR’:x =y =z}
e Ops € B, car 0 =0=0, donc E # 0.
e Soientu = (x,y,2) € E etv= (x/,y',z') €E, onadoncer=y=zetx =y =2. Soit
A € R, alors

Au+pv = A(x,y, 2) + (:pl, /,z/>: e+ px Dy + py Az + pz |
f (@,y,2) +px,y p , Ay + iy Iz

T Y z
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1 1

comme A\t + px = Xy + py = Az + pz, aors ¥ =y = 2", ce qui montre que
A+ pv € E.
(2) On a
E={(z,z,x):xeR}=<z(1,1,1):z€R
~——

u1

alors {u1} est une famille génératrice de E, donc {u1} est une base de E.

(3 —1) Soit (x,y,2) € F, alors z = x +y, donc

F={(z,y,z+y):z,y e R} =2 (1,0,1)+y (0,1,1) : z,y € R
—— ——

u2 u3

alors {us, us} est une famille génératrice de F. Montrons que {ug, us} est libre. Soit Ay, A3 €
R,
Aoty + Agus = Ogs = ()\2, A3, Ao + )\3) = (O, 0, 0) = X =MN3 =0,

done {ug, uz} est une base de F.

(3 —it) Comme {u1} est une base de E, {us,us} est une base de F, alors si {uy,us,uz} est une
base de R?, on a E® F = R3, puisque Card{uy, us, u3} = dimR? = 3, il suffit de prouver
{uy,us,uz} est libre. Soit A\, Ay, A3 € R,

Aur 4+ Agug + Aguz = Ogs = (A2 + A1, A3+ A, A + A3) = (0,0,0)
= )\1:/\2:/\320,

donc {uy,uz,us} est une base de R3, d’ots E ® F = R3.
Solution 41.
(1) Soient u = (x,y,2) € R3 v = (x,,y/,z/) cR3eta,BE€R. Ona
flau+pv) = f (ax + Bz, ay+ By, az + ﬁz'>
= (oza: + Bz + ay + ﬁy/ + az + B2, 2ax + 2Bz + ay + By/ —az — le>
= ((ax +ay+az)+ (593/ + By + ﬁz,> , (2 + ay — az) + (25x' + By — 52’))

= a(x+y+z,2x—|—y—z)+ﬁ(2x/+y/+zl,x/+y/—z/>

= af (u)+8f(v).
Ce qui montre que f est linéaire.
(2) Ona
ker (f) = {(z,9,2) €R*: f(2,y,2) =0}
= {(x,y,z) €R3:x+y+z:2x+y—z:0},
alors

_ _ _3
(m,y,z)err(f)@{x+y+Z_0 (:){y 2¥

20 +y—2=0
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ker (f) — {(x,—gx,%x):xeﬂ%}
_ {;;;(1,-%,%);9561&}

(1) Soient u= (z,y) eR*v=(2,y) ER?> et , BER, on a

donc

Solution 42.

flautBv) = f(ax+ B2 ay+ By )
— (a:c + Bz —ay — By, —3ax — 3Bx + 3ay + 35y’>

((ax —ay) + (ﬂx’ - 5y’> , (=3az + 3ay) + (—3ﬁx' + 3ﬁy')>
= a(z—y,—3c+3y)+4 (:c —y, =3z +3y'> = af (u) + Bf (v)

Ce qui montre que f est linéaire.

(2) On a

ker (f) = {(z,y) €R*: f(z,y) =0}
= {(z,y) eR*:z—y=-3x+3y=0}

= {(x,y)€R2:x:y}

= {x(l,l):xeR},
——

done {u1} est une base de ker (f).

Im(f) = {f(z.y):(z,y) € R*}
= {(z—y, -3z +3y) : (z,y) eR?}

= {(xy)(LS) :(z,y) GRQ}
A

= {A(1,-3): A eR} = {A(l,:ﬁ) S A ER},
~——
donc {us} est une base de Im(f).
(3) Soit (z,y) € R?, alors

(fof) @y = f(f(zy)=f(r—y —3z+3y)

((z —y) = (=32 +3y), =3 (z —y) +3(=3z + 3y))
= (r—y+3x—3y,—3x+ 3y — 9z + YY)

(4z — 4y, — 12z + 12y) ,
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Solution 43.
(1) Soient u= (z,y,2) ER3v= (z",y,2) ER* et a,BER, on a
flau+pv) = f <ax + Bz, ay+ By, az + 67/)
= (—2041: — 28z + oy + By +az+ B2,
az + Bx — 20y — 26y, +az+ B2, ar+ Br + ay + By/ — 20z — 252/)
= ((—20493 +ay + az) + (—2ﬁ$/ + By + ﬂz’) ,

(aw = 20y +az) + (B’ =28y + B2') , (ax + ay — a22) + (B’ + By — 287'))
= a(-2r4+y+z,x—2y+z,x+y—22)+
6(—2x/—|—y/—|—zl7x/ —2y/—|—zl7x/+y/ _2Z/>

= af (u)+8f(v).
Donc f est linéaire.
(2) On a
ker (f) = {(z,y,2) €R’: f(2,y,2) = 0}
= {(z,y,2) eR®: —2v4+y+z=2—-2y+z=a+y—22=0}
alors
—2x+y+2=0 —2x+y+z2z=0
(x,y,2) € ker (f) < r—2y+z2z=0 <& ¢ -3y+32=0
r+y—22=0 r4+y—2z=0
&S r=y=z,
donc

ker (f) = {(z,y.2) eR’:z=y=2z}

z(1,1,1):x€R
——
U1

donc {u1} est une base de ker (f), et alors

dim (Im (f)) = dimR® — dimker (f) = 3 — Card {u;} = 2.

(3) On a
Im(f) = {f(z,y,2): (w,y,2) eR’}
= <z (-2,1,1)+y(1,-2,1)+2(1,1,-2) : (z,y,2) € R®
Alors {vy,ve,u3} est une famille génératrice, comme vy + vy = —v3 et dim (Im (f)) = 2,

alors {vy,vo} est une famille génératrice, montrons que {vy,v3} est libre. Soit g, A3 € R,

)\QUQ + )\3’03 =0ps = (—2>\2 + )\3, )\2 — )\3, )\2 + )\3) = (O, 0, 0)
= A =A3= 0,

done {vy,v3} est une base de Im (f).
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Solution 44.

(1)

Soient u = (z,y,2,t) ER* v = (2,y,2,t) ER* et a,FER, on a

flau+pv) = f (ax + B2, ay + By, az + /Bz,,at—I—ﬁt/)
= <aw + Bz — 20y — 28y, ax + Bz — 20y — 28y,
0,az + Bz — oy — By —az—ﬁz'—at—ﬁt'>
= (ax —2ay,axr —2ay,0,ar — ay — az — at) +
(82 —28y', B2 — 28,0, 82" — By - B — t')
= a(r—2y,x—2y,0,0 —y—2z—1t)+
o] (x/ —2 2 =20, —y — 2 — t/>
= of (u) + 81 (v).
Ce qui montre que f est linéaire.
Soit (x,y,2,t) € R, on a
f(x,y,2,2) = (x—2y,x—2y,0,x —y—2z—1)
= (x—2y,x—2y,0,0)+ (0,0,0,x —y — z — 1)
= (x—2y)(1,1,0,0) 4+ (r —y — 2 —1)(0,0,0,1),

alors

Im(f) = {f(:c,y,z,t) (z,y, 2, 1) €R4}

= {A(1,1,0,0)+A(0,0,0,1) : \, p € R

. S N S
-~ -~

ul u

= {Aup + Aug : A\, p e R},

avec up = (1,1,0,0) et uy = (0,0,0,1).
Soit (z,y,z,t) € ker (f), alors

f(:my,z,t):() g (ZU—Qy,.T—Qy,O,ZE—y—Z—t):O
—2y=0 =2
T — 2y el Yy
r—y—z2—1=0 l=y—=z

ker (f) = {(m,y,z,t)€R4:x:2y ett:y—z}
= {<2y7yvz7y_z):x,y€R}

alors

= {y(2,1,0,1)+2(0,0,1,—1) : z,y € R

- 7 N S

us3 uq

On a {uy,us}, {us,us} sont des familles génératrices de Im (f) et ker (f) respectivement,

montrons que {uy,us}, {us, us} sont libres. Soit i, Ay, A3, \y € R,

)\1161 + )\2u2 - O]R4 = ()\17 )\1707)\2) = (0707070) = )\1 = )\2 = 07
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/\3U3 + )\4U4 = 0R4 = (2)\3, )\37 )\47 )\3 - )\4) = (0,0,0,) = )\3 = )\4 = 0,

done {uy,us}, {us,us} sont des bases de Im (f) et ker (f) respectivement. Ainsi ker (f) &
Im (f) = R* si et seulement si {uy, us, us, us} est une base de R*,

Comme dimR* = Card {uy, us, us, us} = 4, il suffit de prouver que {uy,us, uz,us} est libre.
Soit A1, A2, A3, Ay € R,

()\1&1 -+ )\2u2 —+ )\3U3 + )\4’&4 = 0]R4) = ()\1 + 2/\3, /\1 -+ )\3, )\4, )\2 + )\3 — )\4) = (0, O, 0, 0)
= )\4:)\3:)\2:)\120,

donc {uy,us, uz,us} est une base, ca signifie que ker (f) @ Im (f) = R™.
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